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Über diophantische Gleichungen der Form 
IR Y)— ul’, Y)=rV". 


Von Alfred Brauer in Berlin. 


Einleitung. 
Im Anschluß an den Thueschen Satz über diophantische Gleichungen mit endlich 
vielen Lösungen wurde die folgende Frage in einer Reihe von Arbeiten behandelt: Wann 
kann eine binäre diophantische Gleichung von der Form 


(1) ey" = [&), 
wo c eine ganze rationale Zahl und /(x) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten 
ist, höchstens endlich viele ganze rationale Lösungen haben ? Zunächst zeigte A. Thue!) 
und unabhängig davon die Herren £. Landau und A. Ostrowski ?), daß fürn > 2 und 
quadratische Polynome f(x) die Gleichung (1) höchstens endlich viele ganze rationale 
Lösungen haben kann. Dasselbe zeigte Herr Z. /. Mordell?) für n =2 und kubische 
und spezielle biquadratische Polynome mit nur einfachen Nullstellen in mehreren Ar- 
beiten. Ich stellte mir die Aufgabe, auch andere Fälle der Gleichung (1) zu erledigen; 
es gelang mir zu zeigen, daß für hinreichend großes n diese Gleichung jedenfalls nur endlich 
viele ganze rationale Lösungen besitzt, wenn f(x) in einem algebraischen Zahlkörper 
irreduzibel ist, aber nach Adjunktion einer quadratischen Irrationalität zu diesem Körper 
reduzibel wird, insbesondere also, wenn f(x) = 0 eine irreduzible Gleichung 4. Grades 
oder eine Gleichung geraden Grades ohne Aflekt ist. Während diese Untersuchungen 
schon abgeschlossen waren, wurde von Herrn Mordell*) eine anonyme Arbeit veröffent- 
licht, in der dieGleichung (1) allgemein erledigt wurde. Meine Methode ergibt dieses allge- 
meine Resultat nicht, dafür aber erscheinen meine Ergebnisse als Spezialfälle des fol- 
genden Satzes, der bisher auf anderen Wege nicht bewiesen wurde: 

Es seien g(x,y) und h(x, y) Polynome mit Koeffizienten aus dem algebraischen Zahl- 
körper K; die Koeffizienten a, und b, der höchsten Potenzen von x in diesen Polynomen, 
sowie der Koeffizient der höchsten Potenz von x in dem Polynom b,g(x, y) — ayh(x, y) seien 
von y freie Konstanten. Ferner seien g(x,0) und h(x,0) als Polynome ın x teılerfremd. 
y und u seien Zahlen ausK; es si K+K(\ u). Dann hat für hinreichend großes ganzes 
rationales n die diophantische Gleichung 


g’(z, y) — uhrle,y) = yy" 
höchstens endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x,y aus K. 
Der Beweis dieses Satzes erfolgt im $ 2, nachdem vorher im $ 1 einige Hilfssätze 
bewiesen worden sind. 


1) Über die Unlösbarkeit der Gleichung a +br+c= dy” in großen ganzen Zahlen x und y, 
Archiv for Mathematik og Naturvidenskab 34 (1917), Nr. 16, S. 1—b. 

2) E. Landau und A. Ostrowski, On the diophantine equation ay? + by+ ce = dı", Proceedings of 
the London Mathematical Society (2) 19 (1921), S. 276—280 und ebenda (2) 20 (1922), S. XXXIV. 
3) A Statement by Fermat, Proceedings of the London Mathematical Society (2) 18 (1920), 


S. V/VI. — On the integer solutions of the equation ey =ar? + ba? +cr+d, ebenda (2) 21 (1923), 
S. 415—419. — Note on the integer solutions of the equation EX = Ar +Br+Ürxr+D, The 
Messenger of Mathematics 51 (1922), S. 169— 171. 

4) The integer solution of the equation y? = az" + bar! + ...-+%k, The Journal of the London 


Mathematical Society I 2 (1926), S. 66—68. 
Journal für Mathematik, Bd, 161. MHeit 1, l 
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$1. 
Hilfssatz 1: Es seien a, ß, u ganze Zahlen des algebraischen Zahlkörpers K und «a, ß 
nicht beide gleich Null; es sei / u nicht im Körper K enthalten. Man setze für jedes positive 
ganze rationale n 


(2) (2 + Ya)" = unlz) + Yavle). 
Dann hat die Gleichung 
(3) p(xz) = au,(x2) + Bo,(x) = 0 


keine Doppelwurzel. 
Beweis: Man kann n > 1 annehmen; durch Differentiation von (2) folgt 


l 
ze +Vm)" = nie + Yaı= una) + Vu le). 
Also ist 
Nnun—ı(z) +nYuon-ı(x) = unlx) + Y uvn(&), 
. J un(2) = nun—(2), 
(4) | la) = nu-ılz). 


Andererseits ist 
(+Ya" = + Va +", 
folglich 
unlz) +Y uvm) = zun_ı (2) +2 Var (2) + VYuun-ı(2) + um—ı(r). 


Hieraus folgt 
(5) uUn(t) = zum (7) + uU%n—ı (X), 
UnlX) = Un) + un (X). 


Falls x und nicht beide O sind, verschwindet p(x) nicht identisch, da u„ (x) vom Grade 
n,% (x) vom Grade n — 1 ist. Hätte nun p(x) = 0 eine Doppelwurzel, so hätte p(r) 
mit p’(x) einen nicht konstanten größten gemeinsamen Teiler t(x), dessen Koeffizienten 
Zahlen aus K sind. Nun folgt aus (3) und (4) 


p(xz) = au,(x2) + Bur(z) = n fan (2) + Pun-ı(2)}- 
Daher ist 
(6) 2) | {&un-ıl2) + Bine). 
Andererseits folgt aus (3) und (5) 
p(z) = azun-ı(2) +auwn-ı(l2) + Brum-ı(2) + Pun-ı(®) 
— z{aun (2) + Bün-ı(z)5 + [Bun-ı(2) +8 uam-ı(2)}- 
Da t(z)|\p(x) war, folgt nun wegen (6) 
U2)|{Bun-ılz) +um-ıl2)}. 
Folglich ist t(z) auch ein Teiler von 
{Bun-ı(z) + auun-ı(2)} +Vufaun-ıle) + Bvn-ı(2)} 
= (B +aY a) (un-ı(2) +Vamn-ıl2)) = (B + aVu)e +”. 


Also wäre 


Kz)|(e +Ya"". 








a 








ve 


ne ne A ET r 








Brauer, Über diophantische Gleichungen. 23 


Dies ist unmöglich, denn für jedes ganze rationale positive » und für jede beliebige Kon- 
stante € #0 hat das Polynom C(x + Vu) Koeffizienten, die nieht sämtlich im Körper 
K liegen, da Ya nach Voraussetzung keine Zahl von K war; sämtliche Teiler von 
(x + u)"—! sind aber von der Form C(x + Yu)’; dagegen hatte t(x) Koeffizienten aus 
K. Also hat die Gleichung p(z) = 0 keine Doppelwurzel. 

Hilfssatz 2: Unter Beibehaltung der Bezeichnungen des Hilfssatzes 1 seien x, und 
ß, ganze Zahlen aus K. Es sei die Determinante 

“eins 
% Pı 
Man setze 
Pı(X) = R,unlX) + PıtnlX). 
Dann sind die Polynome p(x) und p,(x) teilerfremd. 
Beweis: Ein gemeinsamer Teiler d(x) von p(x) und p,(x) müßte in 
Pıp(x) — Ppılr) = (a Pı — KıP)unle) 
und in 
& Pilz) — a1 Pla) = (aßı — a B)vnla) 
aufgehen, wäre also ein gemeinsamer Teiler von u„(z) und v„(r). Da u„(z) und v„(z) Koef- 
fizienten aus K hatten, müßte d(x) ebenfalls Koeffizienten aus K haben. Dies ıst un- 
möglich, da wegen (2) d(x) ein Teiler von (z + / „)" sein müßte. 

Hilfssatz 3: Es seien W,(x, A) und W;(x, 4) Formen in x und A von der Dimen- 
sion n mit konstanten Koeffizienten, y = y(x, 4) eine quadratische Form in x und ), 
a,(y), az(y),-. .,ax(y) und b,(y), bs(y),.. .,bily) Polynome in y mit konstanten Koeffi- 
zienten von den Graden &y, &y - » -,&x bzw. By Par --»Pı5 ao #0 und by, #0 seien Kon- 
stanten, k >| positive ganze rationale Zahlen. Ferner seien 
(7) = = ayat + a,(y) ar! +a(y)a® +. +a-(y)® + aly) — Wa, 4) = 

h(2) = bot +bh ya Hy) + + ky)a +bly) — Walz, 4) = 0 


zwei Gleichungen in x. Ist dann 


0. 


n 
 <art ae W6. SORRERE 3 
(3) 


N 


Pr <a5z? 3 5 7 ne ı P 


so läßt sich die Resultante R des Gleichungssystems (7) in der folgenden Form darstellen: 
(9) R= ( pr 1)’ a, W,(x, A)" + V(z, 3) IV ,(x, yy- r Vs(z, 3) IW,(x, ze -_. 
+++ Val, A)Wala, A) + 1) BE W le, A) + V*lm, A). 


Hierbei gelten für die Gesamtgrade v,,a,..., %ax-ı und v* der Polynome V, (x, 2), 
Vz(#, A), ..., Vr-ıl%, A) und V*l(x, A) in bezug auf x und A die Ungleichungen 


(10) v, S T (r=1,2,..,k—1) 
und 
(11) vr <In. 


Beweis: Es ist 








4 Brauer, Über diophantische Gleichungen. 








a a er IRRE Ui 
0 GG d » 2 2 2 8 1% 2 0 0.0. An a G— w, Ze 
00...) 4.2.0 2 0 Hr ir a, 
R-,b di u OT 5 
0b, b.. RE 

| 0 . . . . . . . . . . . 0 by b, . . . . . . b; —W, |® 


Hieraus folgt sofort, daß (— 1)"al der Koeffizient von W;(x, A)" und (— 1)" #5 der- 
jenige von W,(x, A)’ ist. Daher läßt sich R in der Form (9) darstellen. Es muß noch 
gezeigt werden, daß bei dieser Darstellung die Bedingungen (10) und (11) erfüllt sind. 
Schreibt man nun W,;(x, A) das Gewicht k und W,(x, A) das Gewicht / zu, so ist 
R als Funktion von ay, 41, - - -, dr, Ar, Wr, du, d15 - - -, Di, dr, W, isobar vom Gewicht 
kl. Es sei 
(12) Z=CW(#, A)" Walr, A)” P(x, A) 
ein beliebiges Glied von A, wor, Z20,r, 2 0,C eine Konstante und P(x, A) ein Produkt 
von gewissen der a, und 5; ist. Es seien etwa a,,@gy: +, Qg,; Dan Day + + +, do, die Faktoren 


von P(x, A), mehrfache mehrfach geschrieben. ?(x, A) sei in bezug auf die a, und b, vom 
Gewicht s und enthalte y in der Potenz t; dann ist also, da a, und b, von y freie Kon- 
stanten waren, 


| Noayt 3 ß,=t, 
y=1 y=1 
u v 

> 0, +3 o,=s. 
>| 


Zu 


(13) 4 





Auss = 0 folgt t =. 
Ist s > 0, so folgt aus (8) und (13) 


n 


Da andererseits Z das Gewicht kl hat, ist wegen (12) 
(15) kr, +1r, +s =kl. 


Ist nüunk>r,> 0, so ist wegen (12) und (9) Z ein Element von V,_,,(z, A)W;(x, A)", 
also CW,(x, A)" P(x, A) ein Glied von V;_,, (x, A). Dieses Glied sei in bezug auf x und A 
von der Dimension u; dann ist wegen (14) und (15) 


ns n(kl—Ir,, —s) ns In 
(16) u=nr, +21Sıar, De 47-7 (k —r,). 


Das Gleichheitszeichen tritt fürs = 0 ein. Da (16) für jedes Z, für das k>r, > 0 ist, 
gilt, ist hiermit (10) bewiesen. 

Ist ferner r, =O undr, </I, so ist Z ein Element von V*(x, A). Die Dimension von 
Z in bezug auf x und } ist dann 
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(17) u=nr, +2. 
Andererseits folgt aus (15) 
(18) s=kl—kr, >. 


Also ist s > 0; daher folgt aus (17) wegen (14) und (18) 
u<nr, +7 = In. 
Damit ist auch (11) bewiesen. 

Außer diesen Hilfssätzen wird im nächsten Paragraphen noch der folgende Satz 
gebraucht, den ich in meiner Arbeit „Über diophantische Gleichungen mit endlich 
vielen Lösungen‘ bewiesen habe): 

Es sei U(x,y) eine binäre Form der Dimension n ohne mehrfache Linearfaktoren 
mit Koeffizienten aus dem algebraischen Zahlkörper K, der in bezug auf den Körper P der 
rationalen Zahlen vom Grade h sei; V,(x,Yy), Va(X, %), - - -, Va (x, y) seien ganze rationale 
Funktionen in x und y mit Koeffizienten aus K, ihre Gesamtgrade seien v,, Vs, +. +, Ük- 
Es sei 


<<“ Bir. .h-N 


Ferner sei die Summe der Glieder der Dimension v; von Vı(x,y) zu U(x,y) teilerfremd. 
Man setze 


s_s= E (Yan +1 — 1) 
Ist dann 


Y <k In HM Be s)) ‚ 
so hat die diophantische Gleichung 
Ulz,y# + Ua, yVlay) + + Us, y)Vi-ıla,y) + Vılz,y) = 0 
nur endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x,y aus K. 


8 2. 
Satz 1: Es sei Kein algebraischer Körper vom Grade h; y und u seien ganze Zahlen 
aus K; es sei K#+K(Yu). Das Polynom f(x,y) mit ganzen Koeffizienten aus K zerfalle 
in dem relativquadratischen Körper K(Y u) in der Form 


fa, y) = {s(a,y) +Vuhle, y)} iss, y) - Vahla,y)}; 

wo g(z,y) und h(x,y) Koeffizienten aus K haben. Die diophantische Gleichung 

(19) yy" = a, y) = gr, y) — uh’le, y) 

= {g(2,y) +Vahla, y)Xglz,y) —V ahla, y)} 

hat dann unter den folgenden Voraussetzungen nur endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen 
x,y aus K: 
Es sei 
(20) say) = ta ya +)” + +aly), 
UA 2,y) br + ya +b,ly)a + + ly). 
Hierbei sei k Z1®); a, und b, seien von 0 verschiedene Konstanten; g(x,0) und h(x, 0) 
seien als Polynome in x teilerfremd. Man setze, falls k = 1 ist, 





5) Dieses Journal 160 (1929), S. 97. 
6) Sonst multipliziere man (19) mit u. 
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(21) h* (x, y) = bug (2,y) — aoh(a,y) = bo a” +bly)ar + by)? + +baly). 


Hier sei b» eine von O verschiedene Konstante. Die Grade von a, (y), d, (y) und bi (y) 
seien &, bzw. ßı bzw. ßr. Ferner sei 





ar < pr t (r=1,2,...,k), 

(22) ß: <a T fürk>l(t=1,2...,)), 
* n es “. BR * 
P<a;r fürk=1(e=1,2..,P). 


Endlich sei 





Ikhfakh— (kN 5. 
. | Denen (k für k> I, 
nd, | Ikhl2kh—(k—1)} 5 
n>— (k ir) für k =1. 


Beweis’): Die Koeffizienten von g(x,y) und h(z,y) kann man als ganzzahlig 
annehmen, sonst multipliziere man (19) mit einer geeigneten ganzen rationalen Zahl. 
Es sei ®(x,y) der größte gemeinsame Teiler von g(x,y) und k(x,y); dann lassen sich 
bekanntlich Polynome A(x, y), B(xz,y) in x und y und ein Polynom W(y) in y allein 
bestimmen, derart daß 


(24) (2, y)Alz,y) + ha, y)Blz,y) = Pla, y)' Fly) 

ist. Hierbei kann man annehmen, daß die Koeffizienten aller Polynome ganze Zahlen 
aus K sind, daß A(x,y) und B(x,y) teilerfremd sind, und daß ferner der Grad in bezug 
auf x von A(xz, y) kleiner als der Grad von h(x, y) und der von B(x, y) kleiner als der von 
g(x,y) ist. Nun waren a, und db, Konstanten, also ist g(x,y) und k(x,y) und daher 
auch ®(x,y) nicht durch y teilbar. Folglich verschwindet ®(x,0) nicht identisch. 
Andererseits ist ®(x,0) ein gemeinsamer Teiler von g(x2,0) und A(x,0); diese Poly- 
nome sind aber nach Voraussetzung teilerfremd. Also ist ®(x, 0) eine von O verschiedene 
Konstante und zwar eine ganze Zahl aus K. Man setze 


D(2,0) =c=#0. 
Dann ist ®(x,y) von der Form 


(25) Pla,y)=e+y Play), 
wo ®,(z,y) ein ganzzahliges Polynom aus K ist. Wäre 
(0) = 0, 


so würde aus (24) folgen 
(26) g(x, 0) A(x,0) + h(z, 0)B(x,0)=0. 


Nun verschwanden g(z, 0) und h(x, 0) nicht identisch. A(z,y) und B(x,y) waren teiler- 
fremd, können also nicht gleichzeitig den Teiler y besitzen; also verschwinden A(z, 0) 
und B(x, 0) nicht gleichzeitig identisch, folglich verschwinden wegen (26) beide nicht 
identisch. Da g(x,0) und A(x,0) teilerfremd waren, müßte g(x,0) ein Teiler von 
B(x,0) sein, dies ist wegen der Grade nicht möglich. Daher kann die Identität (26) 
nicht bestehen, also ist 


y0)=c +0. 





?) Vgl. zu diesem Beweise E. Landau und A. Ostrowski a. a. 0. 2. 
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Man setze 

(27) ry)=ce +yAly), 
wo c’ und die Koeffizienten von #,(y) ganze Zahlen aus K sind. Daher folgt aus 
(24), (25) und (27) 

(28) gl, y)Alz,y) +hla,y)Bla,y) = fe +yPıla,y)y te +yAly)}- 

Nun sei z,y ein ganzzahliges Lösungspaar aus K von (19). Dann ist 


(st, y) + ha, y)Vu} {gte,y) — ha, y)Va) = yyr. 
Es seien P,, Pa, ...,P, die voneinander verschiedenen Primideale des Körpers K(/ «), 
die in 2cc’yu aufgehen. Ferner sei q ein Primidealteiler von y in K(/), der von 
P, Pa)... ,P, verschieden ist. Soll nun q gleichzeitig in {g(x,y) + h(z,y)Yu}o und 
{g(x,y) — h(x, y)Y u)» aufgehen, so muß es in 2g(z,y) und 2h(x,y)/u aufgehen. In 


2 und Ya geht q nicht auf, daher müßte q gleichzeitig in g(x, y) und h(x, y) aufgehen. 
Dann wäre aber, da q ein Teiler von y ist, nach (28) q ein Teiler von cc’ gegen die An- 
nahme. Daher ist 


{g(,y) + ha, y) Ya}o = pr pp prur (Yu Ya-: 4920), 
{g(&,y) — ha, y)Vu}o = pp phrur (1, 6... 0). 


Hierbei kann man sich die Zahlen y, und ö, (mod nr) reduziert denken, indem man die 
übrigen Potenzen der p, in u und u, hineinzieht. Setzt man also 


pr pp ---pr=|, 
so kommen für | nur endlich viele Ideale in Betracht. Aus (29) folgt 
(30) {g(2,y) + ha, y)Vu}o = jur. 
Aus jeder der endlich vielen Idealklassen von K(/«) wähle man ein festes Ideal aus. 
Gehört nun u zur Klasse $0, so sei v das aus der Klasse $”’ gewählte Ideal. Dann ist 


(29) 


(31) udb-D. 
Andererseits ist nach (30) 

(32) jur—o, 
folglich nach (31) und (32) 

(33) | - f(un)” - wo. 


Da für | und dv nur endlich viele Ideale in Betracht kommen, gibt es nur endlich viele 
Kombinationen von j und vd. Für jede dieser Kombinationen läßt sich eine ganze ratio- 


nale Zahl d und eine ganze Zahl ® # 0 aus K(/ „) angeben, derart, daß aus (33) 

dj = wo" 
folgt. Hierbei sind d und ® unabhängig von u; sie hängen nur von der Idealklasse $ 
und von j ab. Daher kommen für d und ® nur endlich viele Zahlen ın Betracht. Ist 


d* das kleinste gemeinsame Vielfache dieser endlich vielen für d in Betracht kommenden 
Zahlen, so kann man erreichen, daß 


(34) d*i = wur 
ist, wo also d* eine feste ganze rationale Zahl ist und für &* # 0 nur endlich viele ganze 
Zahlen aus K(/ u) in Betracht kommen. Nun folgt aus (30) und (34) 


{d*(g(z,y) + ha, y)Vu)}o = d*jur = @*vrur = w*(ud)". 
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Nach (31) war ud ein Hauptideal, es werde erzeugt durch die Zahl o; dann ist 


{d*(g(z, y) + hla,y)Vu)}o = w*(oo)*. 
Folglich ist 
(35) d*(g(x, y) + h(x, Yy) Vu) ere ew*0o", 
wo & eine Einheit von K(/ «) ist. Bilden nun N Mg, +», N, ein System von Grundeinheiten 
des Körpers K(/ «), so läßt sich e darstellen in der Form 
e=oy" Ne" m 

wo o eine Einheitswurzel von K(/ u) ist. Es genügt hier, für e nur solche Werte zu 
nehmen, für die die Exponenten »,, ?3,..., ?, (mod r) reduziert sind, weil man die 
übrigen Potenzen von 71, 23, - - -,7, in o hineinziehen kann. Da ferner K(/ «) nur endlich 
viele Einheitswurzeln enthält, braucht man für e nur endlich viele Werte zu berück- 
sichtigen. Daher kommen für ew* ebenfalls nur endlich viele Zahlen in Betracht. 


Nun läßt sich jede Zahl @ aus K(/ u) darstellen in der Form 
(36) py=n+nyu, 
wo z und x’ Zahlen ausK sind. Ist @ ganz, so ist auch z — x’ ganz, folglich auch 
2a und 2r’/ u und daher 2ur und 2 un’ ganz. Setzt man 
Zun=y, 
Zun=y, 
so läßt sich wegen (36) darstellen in der Form 
‚ etrla 
Y er 
wo y und y’ ganze Zahlen aus K sind. 
Da ew* und o ganze Zahlen aus K(/«) waren, kann man daher setzen 


/u 
(37) Ei 
x» +4AVu 
= -—, 
2 





wo [,d, x, ) ganze Zahlen ausK sind. Hierbei kommen für £ und # nur endlich viele 
feste Werte in Betracht. 

Es soll nun gezeigt werden, daß für jedes feste Wertepaar £ und 9 höchstens end- 
lich viele Wertepaare x und A in Betracht kommen. 

Man setze 


(2 +Y a)" =u(e) + Yurke). 
Dann folgt aus (35) und (37) 


(38) (2u)""drgla,y) + ha, ya) = (CE + DVu)(e + AV) 
„die x % 
= (+ 9Ym a fu (4) +0 (Z)Vrl 


alle) Hu] Held + 


| man) 2u() tar). 
\ 
| 


Folglich ist 


(39) z “ 
| (2 u)" "d*h(x, y) = ”19u(7) + lv (7) : 











h 
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Aus (21) folgt dann 
’ n+1 n nf X X X ' 14 | 
0) (Eu "ara, y) Roc (3) + b,udv (7)-a0u (7) - 0 (3), 


= 7 (08 - a0) u (Z) + nd dr (3). 


du (3) + udv 98 104 (*) En 16): 


Eau (7) + band cr (Z)} 


Nun sind 


und 


ganze rationale Funktionen der einen Veränderlichen ; . Nach Hilfssatz 1 haben diese 
Polynome keine mehrfachen Nullstellen, da a,, d,, 6,9, u ganze Zahlen aus K waren 
und die Größen b,& — a,® und b,u® — a,£ nicht gleichzeitig verschwinden können. 
Wäre nämlich gleichzeitig 
bo L BrE a, Sn 0, 
b,ud u =0, 
so müßte die Determinante dieses Gleichungssystems für b, und a, 
—_-ö . 
= — (#® — u) = — (+9 Yu) du) =O 
us —— ( ) ( Vu) Vu) 
sein. Nun kann aber {+ du nur verschwinden, wenn &=#9=0 ıst. Dann wäre 
wegen (37) eo* = 0; dies ist unmöglich, da e#0 und ®* #0 ist. 
Ferner sind nach Hilissatz 2 die Polynome 


zu(*) +n00(%) una 2u(#)+(*) 


cu (F) + wor(,) und (0 — @8)u (7) + (boud — Lv (7) 
teilerfremd, da die Determinanten 
Ü ud 


bzw. 


= BE 2 j 
I ek 
bzw. 
Ü ud 5 ud .2 ; 
=T u = — .—_— “\—() 
bE—- nd bad — LE —- 49 —a& Go(> ei dt ee 


sind. Setzt man daher 


W,(x, A) = 4 eu (7) + ud (*) 


1 
’ 


(41) ?" Bu (7) +Zv 3) für k>1, 
W,(x, 4) = r . er 
% do C— a,d)u ( .) + (b,u® — a,£)v (3 )| für k =[|, 


so haben die Formen W,(x, 4) und W,(x, A) keine mehrfachen Linearfaktoren und sind 
zueinander teilerfremd, da ein gemeinsamer Teiler A nur für © = d# = ( auftreten könnte. 
Nun folgt aus (39) und (40) 
> 


Journal für Mathematik. Bd. 161, Heft 1. E 
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(42) (2 u)" "d*e(x, y) — W (a, )) == () l für k> L, 
| (24)"""drn(a,y) — Walk, A) = 0) 
bzw. 
(43) | (2u)" "d*g(z, y) > Wa, 1) r 0 | für k u l. 
| (2u)"""a*n*la,y) — War, A) = 0) 
Andererseits folgt aus (19) und (38) 
r2 2 
2 u) ' 
44 yr = —— — (#2 — uA?)”. 
(44) y a, ( Ar) 
2 — u9® 


Hieraus folgt, daß der Quotient die n-te Potenz einer Zahl aus K ist. 


24)" t ) 2, 
Man setze 
.— 
(2u)“” t Dar, 
Dann kommen bei festem {© und # für ö höchstens n, also endlich viele Werte in Be- 
tracht;; es genügt daher zu zeigen, daß bei festem £, d und ö für x und A höchstens endlich 
viele Werte möglich sind. Aus (44) und (45) folgt 
(46) —= Ö(#? — uA?). 
Also ist y eine quadratische Form in x und A mit Koeffizienten aus K. 
Man setze zur Abkürzung 
pr* _ S®o für k >| 
‚m Mehel, 
b** I für k>[| Dell... 
WTElpry) fük=-1 (#=1,2...,1), 
er —_ (l für k>| 
\* fürk=l. 


(45) = 8". 


(47) 





Dann ist wegen (21) 

(48) Ba, 
Ferner gehen die Gleichungssysteme (42) und (43) wegen (20) und (21) über in das 
Gleichungssystem 


| (2u)"*'d* fapa* +ayly)ar-t + +arly)} — Wil, A) = 0, 
(Zu ar Hy) + +bery)} — Wal, A) = 0. 
Für diese Gleichungen sind wegen (41), (46), (47), (48) und (22) die Voraussetzungen 


des Hilfssatzes 3 erfüllt. 
Es sei 


(50) R=0 
die Gleichung, welche man erhält, wenn man x aus den Gleichungen (49) eliminiert. 
Setzt man in (50) für y den Wert aus (46) ein, so läßt sich nach Hilfssatz 3 diese 
Gleichung ın der folgenden Form schreiben: 
(51) R=(-—1)'a5 W;(z, A)" + Vlm, A) Walz, A" + + Vaıl®, A)Wy(x, A) 
+ EIER A + Va, A) = 0. 


(49) 


Hierbei gelten für die Gesamtgrade v,,0,,...,0%%-ı und v* von V,(x, A), Vz(x, A),.» -, 
Vx-ı(%, 4) und V*(x, A) in bezug auf x und A die Ungleichungen 








ist. 


ich 


as 


en 


se 


1) 





Brauer, Über diophantische Gleichungen. 11 


*“* 
(52) er, 6-13... -0 


und 
(53) vr < 0%. 
Nun ist (51) eine diophantische Gleichung in x und A. Die Koeffizienten dieser Gleichung 
sind wegen (20), (21), (47), (49), (41) und (46) Zahlen aus K; der Grad von K war A. 
Ferner war W,(x, 4) homogen von der Dimension n und hatte keine mehrfachen Linear- 
faktoren. Ebenso war W,(x, A) homogen von der Dimension n; wegen (53) ist die 
Summe S;(x, A) der Glieder höchster Dimension von 
(1 W la, A) + V*la, A): 


Pe L 7 


(54) Sta, A) = (1er pH W (x, A) 
Nun war W,(z, 7) zu W,(x, A) teilerfremd; daher ist auch S;(z, 4) zu W,(x, 4) teiler- 
[remd. Ferner folgt aus (54), daß die Dimension v; von S;(x, A) 
(55) tn 
ist. Man setze 
1 - 
ih 5 Van +i1-1)). 
Wenn man nun noch zeigen kann, daß 
n \ 
56 In—h( +i 
(56) u <kin h 4 +3) 
ist, so folgt aus dem am Schluß von $ 1 genannten Satz wegen (52) und (55), daß die 
Gleichung (51) höchstens endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x, / aus K haben 
kann. Daher kommen wegen (46) für die Gleichung (19) nur endlich viele Lösungs- 
werte y und also auch nur endlich viele Lösungswerte x in Betracht; denn für einen 
festen Wert von y verschwindet (19) nicht identisch, da die Koeffizienten der höchsten 
Potenz von x bzw. a =+0 und a — bi u +0 sind. 
Damit aber (56) erfüllt ist, genügt es wegen (55) zu zeigen, daß 
ni** <k I —h (- = + s). i 
s+i j 
daß also 
n(k — 1) > kh (+5) 
= 
ist. Nun ist aber nach einem Hilfssatz des Herrn €. Siegel ®) 
n 
s+i 
Es genügt daher erst recht, zu zeigen, daß 
n(k — I**)> kh(Yan +1 —1), 


+s syYAn +1 —1. 


also 
n? (k — I**)? + k?h? +2nkh(k — I**) > k?h?(An +1), 
n(k — IH)? +2kh(k — I**) > Ak®R®, 
_ 2kh{2kh — (k — I**)) 
(k j+*)2 


> 


®) Approximation algebraischer Zahlen. Mathematische Zeitschrift 10 (1921), Hilfssatz X, S. 191. 
.)® 
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ist. Dies ist aber wegen (23) erfüllt. Daher gilt die Ungleichung (56), und Satz 1 ist 
bewiesen. 

Satz 1 läßt sich auch folgendermaßen formulieren: 

Satz 1*: Es seien g(x,y) und h(x,y) Polynome mit Koeffizienten aus dem algebra- 
ıschen Zahlkörper K; die Koeffizienten a, und b, der höchsten Potenzen von x, sowie der 
Koeffizient der höchsten Potenz von x in dem Polynom b,g(x,y) — auh(x,y) seien von y 
freie Konstanten. Ferner seien g(x,0) und h(x,0) als Polynome in x teilerfremd. y und 
u seien ganze Zahlen aus K; es sei K+K(\u). Dann hat für hinreichend großes posi- 
tives ganzes rationales n die diophantische Gleichung 


g”(2,y) — aha, y) = yy" 

höchstens endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x,y aus K. 

Zusatz: Ein ähnlicher Satz läßt sich für die Lösungen von (19) in ganzen algebra- 
ıschen Zahlen von beschränktem Grade aufstellen. 

Der Satz 1 soll nun für den Spezialfall angewandt werden, daß f(x, y) ein Polynom 
in x allein ist. Dann gilt der folgende 

Satz 2: Die Gleichung f(x) =0 mit Koeffizienten aus dem algebraischen Zahl- 
körper K sei in K irreduzibel. Die zugehörige Galoissche Gruppe © enthalte eine transitive 
Untergruppe 9, die ihrerseits eine intransitive Untergruppe 9, vom Index 2 besitze. Es 
sei y eine Zahl aus K. Dann hat für hinreichend großes ganzes rationales n die diophan- 
tische Gleichung 


(2) = yy" 
nur endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x,y aus K. 
Beweis: Die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 seien 9,,9,,...,d,; es sei K, der 
zu Ö, gehörige Teilkörper von K(9,,d,,...,®,), K, der zu 9, gehörige. Dann folgt aus 
der Voraussetzung, daß f(x) in K, irreduzibel, in K, aber reduzibel ist. Da ferner 9, 


vom Index 2 in bezug auf 9, war, ist K, vom Relativgrad 2 in bezug auf K,. Daher 
kann man setzen 


K, = Ko(V u) D 
wo u eine Zahl aus K, ist. Aus Satz 1, angewandt auf K, als Grundkörper, folgt jetzt 
dıe Behauptung. 

Zusatz 1: /st f(x) = 0 eine Gleichung vom Grade 2k ohne Afjekt mit algebraischen 
Koeffizienten, so sind die Voraussetzungen des Satzes 2 erfüllt. 

Beweis: Man kann als Untergruppe 9, von & die durch den Zyklus 

z=(1,2,3,...,2%k) 
erzeugte Gruppe, als Gruppe 9, die durch 
2? = (1,3,5,..,2% — 1)(2,4,6,...,2%) 
erzeugte Gruppe wählen. 

Zusatz 2: Es sei f(x) ein irreduzibles Polynom 4-ten Grades mit Koeffizienten aus 
dem algebraischen Körper K; y sei eine Zahl aus K. Dann hat für hinreichend großes 
ganzes rationales n die diophantische Gleichung 

(57) f(z) = yy" 
höchstens endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x, y aus K. 

Beweis: Da die Galoissche Gruppe ® von f(x) = 0 transitiv ist, muß die Unter- 
gruppe ©, von ® derjenigen Permutationen, die die Ziffer 1 ungeändert lassen, den 
Index 4 ın bezug auf © haben. Die Ordnung g von & muß also durch 4 teilbar sein. 








BBN VE VRR ED 





ist 


N 


l Ss 
°S 





Brauer, Über diophantische Gleichungen. 13 


Bei passender Numerierung der Wurzeln kommen daher für © nur die folgenden Unter- 
gruppen von &, in Betracht: 
1. G=6,. 
Als Untergruppe 9, wähle man die folgende Sylow-Gruppe der Ordnung 8 
(58) | (1); (1,2,3,4); (1,3) (2,4); (1,4,3,2); 
(1,2) (3,4); (1,4) (2,3); (1,3); (2, 4). 
Diese ist transitiv und besitzt die folgende intransitive Untergruppe vom Index 2 
(1); (1,3); (2,4); (1,3) (2, 4). 
Diese wähle man als 9,. 
2. =, 
Für 9, wähle man die Untergruppe 
(1); (1,2) (3,4); (1,3) (2,4); (1,4)(2, 3); 
und für 9, 
(1); (1,2) (3, 4). 
3. © ıst die durch (58) definierte Sylow-Gruppe. Man wähle 
9, = 6 
9: (1); (1,3); (2,4); (1,3) (2, 4). 
4. Es ist 
®: (1); (1,2,3,4); (1,3) (2,4); (1,4, 3,2). 
Man wähle 


5. Es ıst 


Man wähle 


9,: (1); (1, 2) (3, 4). 
In allen Fällen sind also die Voraussetzungen des Satzes 2 erfüllt. Daher hat die 
Gleichung (57) nur endlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x,y aus K für hinreichend 
großes n. 
Da der Index von 9, in bezug auf & entweder 1 oder 3 ist, hat man entweder 
K, = K zu nehmen oder zu K eine kubische Irrationalität zu adjungieren. 


Daß der Satz 2 nicht für alle irreduziblen Gleichungen geraden Grades mit alge- 


braischen Koeffizienten gilt, zeigt das Beispiel derjenigen Gleichungen 12-ten Grades, 
deren Galoissche Gruppe die reguläre Darstellung von Q, ist. 


Eingegangen im März 1928. 








Über Parallelverschiebung in der Weltgeometrie. 


Von Ludwig Schlesinger in Gießen. 


Nachdem ich die allgemeinen Erörterungen meiner Note ‚Parallelverschiebung 
und Krümmungstensor‘“ !) in deren letztem Abschnitt auf den Fallm = n = 2 der Gauß- 
schen Flächentheorie angewandt habe, möchte ich im folgenden die Behandlung des 
Falles der Weltgeometrie m = n = 4 in Angriff nehmen. Ich schließe mich in den Be- 
zeichnungen an die gedachte Note an. 


I. 


Es seien t%(k = 1,2,3,4) die Koordinaten der amorphen Mannigfaltigkeit M,, 
und es werde jedem Punkte von M, eine vierfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit €, von 
Vektoren mit den kontravarianten Komponenten u* zugeordnet. Der Zusammenhang 
zwischen den zu verschiedenen Punkten von®, gehörigen €, werde durch die Levi-Civita- 
schen Gleichungen der Parallelverschiebung 


4 4 
(1) du: +2 u Ti, dt = 0, k=1,2,3,4 


in Verbindung mit einer Führungskurve & hergestellt, die durch die Gleichungen {* = g,(s), 
wo die g, stetig differenzierbare Funktionen bedeuten, gegeben wird. Wenn uf(i,k =1, 
2,3,4) die Komponenten von vier linear unabhängigen Vektoren von €, bedeuten, so 
schreibt sich das Differentialsystem (1) für die Führungskurve & 


(1a) = - Nutan, aux = -3 T;, =. 

Wir bilden nun die Determinanten 2. Ordnung der Matrix (u*) = U 

(2) ul, = ujul, — u), ul (kl, Au = 12, 13, 14, 23, 24, 34), 
zwischen denen die identischen Relationen 

(3) u,un, — un,u, + unun, = 0 


bestehen, dann befriedigen diese ?) das sogenannte zweite assoziierte Differentialsystem 
von (la) 
duf 


4 
(4) - = (uk a, + ur a,ı) 
5 s-ı 


oder, wenn wir für die a4, mit den Doppelindizes 12, 13, 14, 23, 24, 34 die U; mit den 
einfachen Indizes 1,2,3,4,5,6 schreiben, 


dU; _ Sr sn 
(4 a) - —e U; bir (1, k = Mi en 5 
=1 


MB 4 


1) Math. Annalen 99 (1928), S. 413 ff; im folgenden zitiert als P. u. K. Vergl. auch den Bericht 
über meinen Kissinger Vortrag im Jahresbericht der D. M.-V. 37 (1928), S. /5f. 

2) Siehe L. Fuchs (1898), Werke III, S. 285, vergl. auch @. Darboux, Comptes rendus 148 
(1909), S. 748. 
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wo die Matrix der bj; wie folgt lautet 


Ai +4 Aa3 dpa — 41 — Ay V \ 

43 Ay +4 A34 da 0 Ay \ 

(5) (du) = Ag 3 Ay TA 0 dı2 413 | 
I. 

— 4 daı 0 Ayg Ag 434 Ay | 

ı, = 1,2 . 0 N | 

— 4a Aa Agz Aa T Ag da3 / 

/ 

0 — Ag a3ı 4ß dy2 A353 Ay | 


Wenn nun, wie wir im folgenden voraussetzen wollen, für die Mannigfaltigkeit €, ein 
metrischer Tensor (gi) vorhanden ist, d. h. wenn das Diflerentialsystem (1) mit seinem 
adjungierten 


4 4 N 
(6) du; — = u 2 Tiu,dt! — (0) 
durch die Artbeziehung 
4 
(7) Ur = 2 utg,, 


verknüpft ist, wo die g,, differenzierbare Funktionen der 1, 12, t?, t* bedeuten, für die 
%4 = gu gilt, so ist nach einem Satze von Fuchs (siehe P. u. K., S. 431) das System 
(4) für jede Wahl der Integrationskurve & reduzibel, d. h. es ist das Differentialsystem 


2, +k . 5 h Rn k ee 
(6 a) dU _ U pe, A;rdt = () 
4=| l 


F— ya 


reduzibel, wo wir 
4 
(8) buds = — 2 Aurdt' (l,k=1,2,...,6) 


gesetzt haben; hierin sind also die (A},) (),k=1,2,...6; r=1,2,3,4) aus den 
Ti, (},k,r =1,2,3,4) ebenso gebildet, wie gemäß (5) die (b;:) aus den ax. 


11. 

Um in die Art der Reduzibilität des Systems (6 a) Einsicht zu gewinnen, empfiehlt 
es sich, das System (1) selbst einer Transformation zu unterwerfen ?), wodurch dieses 
System in ein sich selbst adjungiertes übergeht. Wenn wir mit Ü die kovariante Kompo- 
nentenmatrix der Vektorbasis u* bezeichnen, so daß also die Artbeziehung (7) als Ma- 
trizengleichung in der Form 

(7a) U=UG 
geschrieben werden kann, so wollen wir von (1) zu einem Differentialsystem derselben 
Art durch die Gleichungen 

(9) "= zZuthn 
oder in Matrizenform 

(9a) V=UH 
übergehen, wo die A,, differenzierbare Funktionen der 1,12, 13, t* bedeuten. Für die 
kovariante Komponentenmatrix gilt dann 


(10) V=ÜH)", 
wo H die transponierte Matrix / bedeutet, und es soll nun // so bestimmt werden, daß sich 
(11) V=V 


3) Vergl. Levi-Civita, Rendiconti di Palermo XL (1917), S. 188. 
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ergibt, also so, daß 


(12) Ü=UHH 
und daher 
(13) G=HH 
ist. Die quadratische Form 
(14) ir ut ut = ae“ uU = Zutuy = const. 


verwandelt sich somit durch die Transformation (9) in 
(15) £ (ob)? = E(m)}, 
d. h. also in eine Summe von Quadraten. Wenn H, eine bestimmte Matrix von dieser 


Beschaffenheit ist, so ergibt sich die allgemeinste Matrix 7, die dasselbe leistet, wie folgt. 
Es muß sein 


(16) HH=H,H,, 
also, wenn wir 
(17) HZ'H=K 


setzen, K=(K) ", d. h. aber *), daß X die Matrix einer orthogonalen Transformation 
ist, was Ja auch daher einleuchtet, daß durch die Transformation Ä die quadratische 
Form (15) in sich selbst übergehen muß. Wir erhalten also die allgemeinste Matrix , 
indem wir eine spezielle solche Matrix 7, von links her komponieren mit der allgemeinsten 
orthogonalen Matrix Ä, deren Elemente differenzierbare Funktionen der t!, t?, 1, 1 
sind. Um nun eine solche spezielle Matrix //, zu finden, wenden wir z. B. die von Jacobi’) 
angegebene Transformation an, die die quadratische Form (14) in eine Summe von 
Quadraten verwandelt ®), 






































t=1 
7 POREEHEDED 1 a: Bu grau? + su? + grau? 
Vgr(Brı822 — Ehe) I82ı Eoau? + gu? + gzaut 
u? uf 
(18) si I 812 813 i + 814 AR er rn; 
a7 21 Ba2 Sazu” + gu gr 
V(gı182 — gie) g""g 4 (811822 — 8i2)8 
831 832 Szsu? + gzau 
us 
"yaw 
woraus sich auch sofort die inverse Transformation H' in der Form 
ul — m u Ent 512523 — 813522 nr v3 + Eis .- vr 
Ve Vgn (gu 822 — 812) Vgg* Vgu 822 — 8ie Vg* 
u2 — Vu 2 _ Buben —Enbn a. Et 
Venen Sie Ver Vengn En Ve 
u3 — Yan; 812 + g* v, 
88 Vg“ 
Pr V g“ vi 


5) ©. @. J. Jacobi, Werke III, S. 590. 


°) Diese Transformation entspricht der in P. u. K. für n=2 angewandten Transformation (64), 
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ergibt, wo g = |ga|(i,k = 1,2, 3,4) gesetzt wurde. Die Ausführung dieser Transfor- 
mation in dem Differentialsystem (1) bzw. (1 a) gestaltet sich verhältnismäßig einfach, 
weil man ja von vornherein weiß, daß das Differentialsystem, dem die v!, v2, v?, v* ge- 
nügen, mit seinem adjungierten übereinstimmen, also eine schiefsymmetrische Koelfi- 
zientenmatrix besitzen muß. Setzen wir also 


\ 4 
dık Er 
(20) “ > von (k =1,2,3, 4), 
D re) 
so muß ci = — Cp, also cr = 0 sein, und man findet 
a — 1 0,,0 o? | 0,.0 o y 
ea = ä (— (811822 — Sie)Aı2 + (Biaßıs — Sı18) Aıa 
81V B11822 — 81a 
— (Brı82a — Eragu) Ara); 
C —— u; Mi (gt a P 043 Aa ) 
31 7 Zen — 6 du 5 Ay), 
VEng" lg. — 812) 
— (4a 
m 14 
(21 ) Ca ee 4. 
Vg* gi 
—Vg 44 43 
Wer = — (gt (gr1 las — 8ı2lı3) — 8" (Braga — Sı2lua)), 
V 811 8% (giı 822 — ie) 
u 812 lıa — Sıı aa 
a b) 
/ 44 2 
V 8118 (giı82s — 8ie) 
1 | 
(a3 = (— (gi2gas — Eısßa2) Ara + (gras — Sıafıs) Aa 


ga yVg(giıae — ie) 


(giı82a — 8i2) Azu)- 
Bemerkenswert ist, daß in diesen Ausdrücken der c;. von den Koeffizienten a; des Systems 


sprechende Differentialsystem (P. u. K., Gleichung (65), S. 432) nur den Koeffizienten 
a),ds = — (T7,dt! + Ti,dt2) enthält. 

Aus der schiefen Symmetrie der Koeffizientenmatrix (c;) folgt in sehr bekannter 
Weise das quadratische Integral 

(22) (v1)? + (0)? + (v?)? + (vR)? = const. 


Ill. 


Wir wollen nun für das Differentialsystem (20) mit der schiefsymmetrischen Koel- 
fizientenmatrix (c;) das zweite assoziierte System 


(23) 7 z, Vin (k =1,2,...,6) 
s — 
bilden, wo die Matrix der (ex) nach (5) jetzt wie folgt geschrieben werden kann 
0 C23 a Ca Cu 0 
(gg 0 034 Cıa 0 — cu 
— (4 —Cc 0 0 c c 
Ih ir 24 34 12 13 
N Ca — (2 0 0 Ca —Cya 
C14 0 — 0 0 0 (33 
0 Ca —C1 a — lg 0 


Das Koeffizientensystem von (23) ist also selbst schiefsymmetrisch und hat darüber 


hinaus noch die Besonderheit, daß 
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(25) et et, ea =0, 5, ea = 5 
er = er Ten mm nen m — en 
ist. Die Reduzibilität des Systems (23) läßt sich nun unmittelbar und zwar in sehr be- 
merkenswerter Weise zur Evidenz bringen. Setzen wir nämlich 
vı—_ Ve=pl, VirVongl, 
(26) v_ +V=-p Vv— vg, 
v3 — Vi p8, v_ + Vi, 
d. h. transformieren wir das System (23), indem wir seine Integralmatrix V* von re&hts 
her mit der konstanten Matrix 
10% dd —1i 
0 1 0 0 1 0 
00 1-10 0 
io - 8 1 
010909 -1 0 
zz 1 0 0 


komponieren, so erhalten wir für p!, p?, p? einerseits und für g!, q?, g° andererseits die 
Differentialsysteme 





” = p?o; — pP", 
(28) Tr = p*a, — pls, 
= = p!o, — p°a,, 
7 = PP, —PPs, 
(29) Tr =h-gß, 
e hg, 





wo wir gesetzt haben 
pl =, Bra =hı 
(30) ty =, Buß: 
lg =, Lt = Pr: 
Durch die Transformation (26) zerfällt also das System (23) für sechs Unbekannte in die 
beiden Systeme (28), (29) mit je drei Unbekannten, d. h. die Koeffizientenmatrix des 
Systems, das aus (23) durch die Transformation (26) hervorgeht ?), hat die Form 


0 — 64 TC O3 72 0 0 0 

(30 a) Cı4 am (a3 0 Fe Cıa - (34 0 0 0 

1.12. I mu Cı2 — Cy4 0 0 0 0 
ee 0 0 0 VO — ll Ca — Cy 
0 0 0 Cı4 TC 0 u" Teak 

0 0 I — Ft C Cr + 0 


’) Allgemein wäre die Koeffizientenmatrix des transformierten Systems (siehe P. u. K., Gleichung 
—ı dE 


E'(ey)E+ E 7; 


aber da E konstant ist, bleibt nur das erste Glied übrig. 








be- 


Ahts 
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Die Systeme (28), (29) sind von der aus der klassischen Mechanik wohlbekannten Form, 
durch die die Lage eines starren Körpers bestimmt wird, wenn etwa die Koeffizienten 
X, &%g, & In (28) in jedem Zeitmoment s die Komponenten der instantanen Rotation in 


Bezug auf ein mit dem Körper fest verbundenes Koordinatensysterm bedeuten. Die 
3 


quadratischen Integrale von (28), (29) geben nichts Neues, da z. B. 2 (pt)? = const. 


vermöge der identischen Relation 
vıys _ yeys + VvByi 0 
einfach ergibt 


6 
(31) ze = const. , 
was (vgl. oben (22)) eine direkte Folge der schiefen Symmetrie der Koeffizientenmatrix 


des Systems (23) ist. 


IV. 
Wir betrachten nun die zu den Differentialsystemen (20), (23), (28), (29) gehörigen 
Krümmungstensoren. Setzen wir (vgl. (la)) 


4 
' k 
a,;.ds = 2 Trd, 
(32) f (i,k=1,2,3,4) 
a) k 
Cr ds = — 2 Eurdt’, 
r=| 


so besteht zwischen den Matrizen T, = (T%,) und E, = (E%,) vermöge der Transfor- 
mation (9a), die das Differentialsystem (1) in das zu derselben Art gehörige Differential- 
system (20) überführt, die Beziehung (vgl. P. u. K., Gleichung (42 a), S. 424) 

cH 

or 


(33) = H"TTLH- HM" 


Daraus ergibt sich durch einfache Rechnung zwischen dem Krümmungstensor 


an, oT, 


(34) (Ru)r = Ar +T,T, _ er 


m 


ot? 


von (1) und dem Krümmungstensor 


’ cE, cE, 
(35) (Ru): m Ar er ots +EE, — E,E, 


von (20) die Beziehung ®) 
(36) (An) = H (Ru). 
Aus der schiefen Symmetrie der Matrizen E, folgt, wie die Darstellung (35) unmittelbar 
erkennen läßt, daß auch die Matrizen (R,)e des zu (20) gehörigen Krümmungstensors 
schiefsymmetrisch sind, d. h. es ist 
Ra x 
(Rasr)e u (Kisr)e ; 


da ja allgemein A, = — At, gilt, so gibt es also sechs wesentlich verschiedene Matrizen 
(Ars), und jede derselben enthält wieder sechs wesentlich verschiedene Elemente. Die 


8) Vergl. P. u. K., Gleichung (48). S. 425. In dieser und der vorhergehenden Formel der Note P. 
u. K. sind Druckfehler stehengeblieben. Die Formeln müssen lauten 
r un —] rn 
T, u H, TrH 
und (48) 
(Br) == H\R,)rH. 
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explizite Form dieser 36 Elemente läßt sich auf Grund der Formeln der Nr. II ohne 
weiteres hinschreiben. 

Bei der Bildung des Krümmungstensors für das zweite assoziierte System (4) von 
(1) bereiten die in der Darstellung (5) der Koeffizientenmatrix von (4) auftretenden 
Diagonalglieder von der Form a; + ax, Schwierigkeiten. Diese fallen weg für das zweite 
assoziierte System (23) von (20), weil in dessen Koeffizientenmatrix jene Diagonalglieder 
vermöge der schiefen Symmetrie gleich Null sind. Bezeichnen wir also die Matrizen des 
Krümmungstensors von (23) mit (Ry),, so sind diese schiefsymmetrischen Matrizen 
von 36 Elementen aus den Elementen der Matrizen (R,). genau ebenso gebildet, wie die 


(ex) nach Gleichung (24) aus den (cx). Aus den (/?,), erhalten wir endlich die Matrizen 


des Krümmungstensors des in die beiden Systeme (28), (29) zerfällten Systems für sechs 
Unbekannte (vgl. Gleichung (36)) in der Form 


(37) EHRE, 


und diese Matrizen zerfallen ihrerseits wieder in je zwei Matrizen von 9 Elementen, die 
nichts anderes sind, als die Matrizen des Krümmungstensors der beiden Systeme (28), 
(29). Die Matrizen (37) sind also aus den Elementen der schiefsymmetrischen Matrizen 
(R,s). ebenso gebildet, wie in der Gleichung (30 a) die dort stehende Matrix aus den Ele- 


menten der schiefsymmetrischen Matrix (ci) gebildet ist. Wendet man die verallge- 
meinerte Stokessche Formel (P. u. K., Gleichung (34 a), S. 422) auf das zerfallende System 
(28), (29) an, so zerfällt auch diese in die beiden, jenen Systemen für drei Unbekannte 
entsprechenden Formeln. Die Diskussion dieser Gleichungen muß einer späteren Note 
vorbehalten bleiben. 


Eingegangen 23. Juni 1928. 
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Zur Theorie des Borchardtschen Mittels. I. 


Von Harald Geppert in Gießen, z.Z. Rom *). 


In zwei Abhandlungen aus den Jahren 1876 und 1878!) hat Borchardt die Theorie 
eines Algorithmus aus vier Elementen a, b, c, e entwickelt, der eine Verallgemeinerung 
des zum arithmetisch-geometrischen Mittel führenden Gaußschen Algorithmus darstellt. 
Wie das Gaußsche Mittel mit dem vollständigen elliptischen Integral, so hängt das Dor- 
chardtsche Mittel mit den Periodizitätsmoduln eines hyperelliptischen Integrals zu- 
sammen, und wie jener Algorithmus durch die elliptischen, so wird dieser durch die 
hyperelliptischen Thetafunktionen uniformisiert. Das Borchardtsche Mittel ist die Über- 
tragung des für p = 1 gültigen Gaußschen Mittels auf den Fall p = 2. In den Arbeiten 
von Borchardt und Hettner ?) ist diese Funktion vorwiegend vom algebraischen Gesichts- 
punkt aus und für reelle positive Werte der Ausgangselemente untersucht worden. Hin- 
gegen wollen wir in diesem und den folgenden Aufsätzen das Borchardtsche Mittel vom 
funktionentheoretischen Standpunkt aus studieren, in analoger Weise, wie Gauß seinerzeit 
die Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels entwickelt hat ?). Dazu ist es not- 
wendig, den Elementen a,b, c, e beliebige komplexe Werte zu erteilen. Wir erledigen 
zunächst den Konvergenzbeweis für den allgemeinen Algorithmus; das Mittel ergibt 
sich als eine sehr interessante analytische Funktion von drei Variablen, die unendlich 
vieldeutig verzweigt ist. Man kommt ihr erheblich näher, wenn man den Algorithmus 
mittels der Aosenhainschen Thetas durch Einführung dreier neuer Variabeln uniformi- 
siert; wir entwickeln diese Uniformisierung und zeigen, daß sich die, offenbar in trans- 
zendenter Weise mit den ursprünglichen Veränderlichen verknüpften, uniformisierenden 
Variablen als Grenzwerte eines sehr einfachen algebraischen Algorithmus herstellen 
lassen. Späteren Arbeiten bleibt es vorbehalten, auf Grund dieser Uniformisierung den 
Zusammenhang der unendlich vielen Zweige des Mittels herauszuarbeiten. 


S 1. Konvergenz des Borchardtschen Algorithmus. 


Es seien a, b, c, e vier beliebige komplexe Zahlen, die wir uns so bezeichnet denken, 
daß 
(1.1) alzldj2|el2|e] 


ist. Der Borchardtsche Algorithmus besteht in der Bildung der nachstehenden Größen- 
folge 


*, Fellow of the International Education Board. 

!) Monatsber. d. Königl. Akad. d. Wiss. Berlin 1876, S.611; Abhandlungen d. Königl. Akad. d. 
Wiss. Berlin 1878, S. 33, (mit A zitiert). 

2) Journal f. reine u. angew. Math. 89, 1880, S. 221; 112, 1893, S. 89. 

°) Vgl. C. F. Gauß. Nachlaß zur Theorie der arithm.-geom. Mittels u. d. Modulfunktion, herausgeg. 
von H. Geppert, Ostwalds Klassiker 225 (1927), (mit G zitiert). 
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1 
a, = 7 (a,—ı +b,1 +0-1 +&-1), 
1 


b, = (Va,-ı b,—ı -VYo-ı &-); 


2 


nn, 
.—- 
. 
tv 
— 


1 —- , 
„=> ) (} a,—ı G—1 +] b,—ı &—); 
1 


e, = 5 (Va,_ı u +YVb,_ı 1); 


.=4,b,=25,0=6,&=8. 


In diesen Gleichungen dürfen die Vorzeichen der sechs Quadratwurzeln beliebig 
gewählt werden, so daß bei jedem Schritt 26 = 64 verschiedene Quadrupel a,, b,, c,, €, 
entstehen können. Es gibt infolgedessen zu vorgelegten Ausgangselementen a,, dog, Cor €o 
unendlich viele mögliche Algorithmen, und zwar ist deren Mächtigkeit gleich derjenigen 
der Zahlen des 64er-Systems, also gleich der des Kontinuums. Jeder dieser unendlich- 
vielen Algorithmen konvergiert, wie wir zeigen werden, gegen einen bestimmten Grenz- 
wert 

(1.3) lim a, = lim b, = lim c, = lime, =W(a, b, c, e) 


v>x v>ı2 vo>% v>xX 


den wir als das Borchardtsche Mittel der Ausgangselemente bezeichnen. 


Einen dieser Algorithmen zeichnen wir als Normalalgorithmus aus, nämlich den- 
jenigen, bei dem die Quadratwurzeln sämtlich stets so gewählt werden, daß 


BETA age ji 
ÄN (fe) >00 R (fe °) >( i R ( Er >) i 
a, a a 








ist, oder, geometrisch gedeutet, bei dem die den Faktoren des Radikanden zunächst 
gelegenen Wurzelwerte genommen werden. In (1.4) kann im Nenner jeweils auch der 
andere Faktor des Radikanden gesetzt werden. Durch (1.4) ist der Algorithmus ı. a. 
eindeutig bestimmt und führt zu dem einfachsten Mittel M(a, b, c,e)*). Über den Fall 
der Mehrdeutigkeit des einfachsten Mittels werden wir später einiges sagen. 


Wir beweisen zunächst die Konvergenz des Normalalgorithmus und werden daraus 
diejenige des allgemeinen Prozesses (1.2) er- 
schließen. Den Konvergenzbeweis führen wir 
geometrisch und schicken dazu zwei Bemerkungen 
voraus. 

1. Man konstruiert die Quadratwurzel aus 
dem Produkt zweier komplexen Zahlen a,b am 
einfachsten dadurch, daß man die äußere Winkel- 
halbierende der Vektoren 0a, Ob mit der Mittel- 
senkrechten auf ab schneidet und um den 
Schnittpunkt als Mittelpunkt den Kreis durch a,b 


schlägt, der die innere Winkelhalbierende in + Y ab 
trifft (Fig. 1). Nimmt man für Yab den zu 
a,b am nächsten liegenden Wert, für den also 





Fig. 1. 


*) In Anlehnung an die Gaußsche Bezeichnung, vgl. G, 5. 137, so genannt. 
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n(V2) > 0, N (2) > 0 ist, so ist der Winkel (a, Yab, b) Peripheriewinkel über 
a 


einem überstumpfen Bogen, also selbst größer als KR d. h. dieser Wert von Yab liegt 


a+b _. TR or 
innerhalb des um — , - mit dem Radius „, |a — b| geschlagenen Kreises A durch a und b. 


2. Hat man zwei Kreise Ä,, A, um die Mittelpunkte a, b mit den Radien r, bzw. 
r,, und bildet man aus allen Punkten 7, aus Ä, in Verbindung mit allen Punkten P, aus 


K, die „Durchschnittspunkte‘“ — (P, + P,), so erfüllen diese wieder einen Kreis mit dem 


2 


’ 1 h ’ 
Mittelpunkt „ (a +5) und dem Radius -— (r, +73), wie man leicht analytisch beweisen 


2 
kann. Denn aus 


2 


IPı-alsr, |, —-blsr, 
folgt 
| P,+P, aH+bl ” a Bund.) Baal 5 Bach fh tr 
| 2 2 er 2 =. 5 
und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 
Pı-al=n, |P-b|=r, arg(P, —a) =arg(P, —b) 
ist, also P,, P, Punkte der Kreisperipherien sind, die mit dem Ähnlichkeitszentrum auf 
einer Geraden liegen. 


Nach diesen Bemerkungen ergibt sich der Konvergenzbeweis für den Normal- 


algorithmus sofort. Bei diesem liegen nämlich nach Definition die sechs Wurzeln 


/ > as ' ih ı +b 
Vab, Yac, Yae, Ybe, Ybe, Yee innerhalb der Kreise mit den Mittelpunkten a; 


a+c c-+e 1 1 _ u 
Zu u AA E Busr u und den Radien 5 la—b|l,..., 5 Ie—e| bzw. Somit kommt 5, 


ER 1 b 
innerhalb des Kreises um den Mittelpunkt - = u: u, — a, mit dem Radius 


2\ 2 
weile —bi +lce-—e|} 


zu liegen und gleicherweise fallen c, und e, in die Kreise mit dem Mittelpunkt a, und 
den Radien 


1 ’ 2 | 
=, {|a—c| +|b -—e|} bzw. 9 =- {la-—e| +|b—c|}. 
t 4 | 
Es sei nun 
r, = max {rW, r 9, r®O}, 
dann ist jedenfalls r, nicht größer als die halbe Maximalentfernung der ursprünglichen 
1 | ! 
Punkte a,b, c,e untereinander, und die Elemente a,, b,, c,, e, lieren innerhalb des Kreises 
a a ’ 1 1 1 1 he) 

K, mit r, um a.. Durch Wiederholung desselben Schlusses finden wir nun, daß a,, bs, Cs, € 

1 1 1 2 R-1 3 3 
innerhalb des Kreises A, mit r, um a, liegen, wobei 


n=7zmax{la,—d|l+ta- al; 1 al +9 <a; 1 -altidı -alsSgzrı 


4 


ist; Q,, da, Ca, €, fallen in den Kreis A, um a, mit dem Radius 
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3 9 
nS—-nrS r 
3 = 4 2 = 16 1 
hi .. 3 . .. 
usf. Nun kann a, von a, höchstens den Abstand , r,, allgemein a, von a,—ı höchstens 
8 4 . 


n 
. . Ö 
die Distanz , r,—ı haben, da 
4 


b-al+la-al tea a] 3 


IQ, — a, — — - - 
ı42 ıı= 4 =% 


I\ 


r| 


ist; daher ist die maximale Entfernung eines Punktes des Kreises A, von a, höchstens 

FE 3 3 a " h 

gleich „ rı + „ng allgemein die Maximaldistanz zwischen den Punkten von A, 
= 


a) 


u . OÖ a . . . >... , . , e . . 
und a,—ı höchstens gleich y Im Somit liegen die Kreise A,, A,, A, ... sämtlich Iinner- 


halb des Kreises k, um a, als Mittelpunkt mit dem Radius 
| m a Fe i: 
aent+a lit tt) =m 


die Kreise A,, A,,... innerhalb des Kreises k, um a, mit 09, = 3r,< , r,, allgemein 
4 


Yy 


> m . . > . . 08) . 
K,, K,-ı, ÄK,:e,... innerhalb des Kreises k, um a, mit 0, = 3r, S u innerhalb 
4 


k, liegen also alle Elementquadrupel a,, b., €., e„ unseres Algorithmus, für die u > » ist. 
Andererseits bilden die k, eine Folge ineinander geschachtelter Kreise mit gegen Null 
abnehmenden Radien, d.h. die a., d,, C„, &u konvergieren mit u— © gegen einen be- 
stimmten Grenzwert, eben das einfachste Mittel M(a, b, c, e). 

Aus dieser Tatsache folgt nun leicht die Konvergenz des allgemeinen Algorithmus 
(1.2). Wir unterscheiden vorerst die möglichen Algorithmen in reguläre und irreguläre, 
indem wir als regulär einen solchen Algorithmus bezeichnen, der die Bedingungen (1. 4), 
wenn nicht von Anfang an, so doch von einer gewissen Stelle ab, also etwa für v>k 
dauernd befriedigt. Die Anzahl der regulären Algorithmen ist zwar unendlich, aber ihre 
Mächtigkeit ist abzählbar. Daher ist die Mächtigkeit der irregulären Algorithmen, also 
derjenigen, bei denen die (QJuadratwurzelbestimmung niemals ständig der Bedingung 
(1.4) genügt, die des Kontinuums. Für die regulären Algorithmen ist der Beweis der 
Konvergenz durch das Vorangehende mit erbracht, indem unsere Betrachtungen erst 
von der k-ten Stelle ab anzusetzen sind. Von den irregulären Algorithmen zeigen wir: 
1. daß sie konvergieren, 2. daß ihr Grenzwert immer Null ist. 

Nach (1.1) und (1.2) ist 


i 


und die Gleichheitszeichen gelten nur, wenına=b=c=e ist. Ebenso ist 


ls“ 


e|, und ab = ce, ac = be, 





und die Gleichheitszeichen gelten nur, wenn |a| = |b| = |c| = 
ae = be ist. Setzen wir daber 


A, max{la,|, 'b, Amann 








tens 


tens 


ı Ä, 


Ner- 
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so bilden die A, eine monoton abnehmende Zahlenfolge, die notwendig einen Grenzwert 
hat. Dieser ist entweder gleich Null, und dann ist also 


lim a,— lim b, = lim «o, = lime, = 0, 
v>o© 


vo v> v>&® v>nD 
mithin der Algorithmus konvergent, oder von Null verschieden: 
im A, =A>0; 


v>& 


im letzteren Falle werden wir den zugehörigen Algorithmus als regulär nachweisen, 
womit dann alles bewiesen ist. Es ist dann nämlich bei beliebig kleinem positiven & 


A„—-A<e wenn nZN(e); 
* A * * 
nehmen wir e < 7,890 folgern wir hieraus, daß 


(1.5) 0<A—de<la,|,|d,|\,|so\,ls|<AHte, > N(e) 
ist; denn zunächst ist 
la,|, Id,|, |, J.lsA,sAno <A te, 
und wäre einer der vier Absolutbeträge kleiner als A — 3e, so wäre 
Ia4ıl <4($3A +3E +A —3e)=A, 
dr), IaHıl rl <HEA+E+VlA+EA— 3E)} <A, 





also 

Ay; ı < A, 
was der Definition von A widerspricht. Die Zahlen a,, b,, c,,e, (v2 N(e)) liegen also 
in dem Kreisring zwischen den Kreisen mit den Radien A — 3e und A + e um den Null- 
punkt; insbesondere gilt dies auch von den Zahlen ay, ax+ı, @ax+2,... und daraus können 
wir sofort eine Beschränkung für die Argumente erschließen. Denn offenbar wird die 








Fig. 2. 


maximale Argumentdifferenz ö, eines Quadrupels a,, b,, 6,,e, bei der symmetrischen 
Anordnung der Figur 2 erreicht, in der a, = b, auf dem äußeren Kreise, a,., auf dem 
inneren Kreise und c,, e, entsprechend auf dem äußeren Kreise liegen. Da die Breite des 
Kreisringes Ae ist, wird 

Journal für Mathematik. Bd. 161, Heft 1. 4 
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u Aa et AVe(A —3e) 
2 A-+e’ 2 A-+e . 
d. h. ö, strebt mit e gleichzeitig gegen Null. 

Es liegen somit alle Quadrupel, deren Index »> N(e) ist, im genannten Kreisring der 
Breite Ae, und außerdem jedes einzelne Quadrupel in einem Sektor des Ringes von der 
Öffnung ö,. Dies ist aber bei hinreichend kleinem e nur möglich, wenn der Übergang 
vom »-ten zum (» + 1)-ten Quadrupel gemäß der Bedingung (1.4) erfolgt. Denn die 
sechs Wurzeln Ya,b,, Va,e,,...,/c,e, liegen entweder im gleichen Sektor $ wie die 
a,, b,, c,, e, oder in dem am Nullpunkt gespiegelten Sektor 5’; im ersteren Falle sind 
sie nach (1.4) bestimmt. a,;, liegt jedenfalls in $. Betrachten wir irgendein Paar 


dieser Wurzeln, z. B. Ya,b, und /c,e,, so sind drei Fälle möglich: 





1. beide liegen in 5, dann gilt dasselbe von b,+1; 
2. beide liegen in 5’, dann ist 
larg a, agb, rn —6Ö,, 
= die Größen a,.,, d,:ı nicht mehr in einem Sektor der Breite 6,; 
3. eine dieser Wurzeln liegt in 5, die andere in 5’, dann ist aber 


also lägen für ö, <- 


d,.1|S(A +e)sin 2 = 4yel (A — 38), 
und d,;ı kann nicht mehr in den vorgeschriebenen Kreisring fallen, wenn 
EEE. A 
AVe(A —3e) <A — dE; e<7g 
ist. Es ist mithin nur der erste Fall möglich, und da man ebenso bezüglich der beiden 
andern Wurzelpaare schließen kann, so folgt, daß für genügend kleines e, d. h. von einer 
gewissen Stelle N(e) ab, der Algorithmus des einfachsten Mittels gelten, also der Algo- 
rithmus regulär sein muß, wenn anders er einem von Null verschiedenen Grenzwert zu- 
streben soll. 
Damit ist der allgemeine Konvergenzbeweis für M(a, b, c,e) erledigt. Wir fügen 
Bemerkungen über diese Funktion an: 
. Wi(a, b, ce, e) ist eine homogene Funktion ersten Grades in ihren vier Argumenten, 
d.h. es ist 
Mlka,kb,kce,ke) =kM(a,b,c,e). 
Es kommt uns daher nur auf das Studium der Funktion W(1, x, y, 2) der drei komplexen 
Variablen x, y,z an. Sie genügt der Funktionalgleichung 
(1.6) Mi,z,y,2)-1+? Y 22 
om ( Ye +Vy) 2 Yy+Ve2) 2: +.) 
'1+x+y+z’1+c+y+z3’1+c+y+32 
mit entsprechend dem Funktionszweig zu wählenden Wurzelvorzeichen. 
2. M(a,b,c,e) ist symmetrisch in seinen vier Argumenten; das gleiche gilt von 
(a, b, c,e), wenn man die Gesamtheit der Funktionszweige ins Auge faßt. 
3. Im Borchardtschen Algorithmus ist der des gewöhnlichen arithmetisch-geome- 
trischen Mittels enthalten, denn setzt man a =b, c=e, so wird 





x 





a=b, =%a+tec, G4=a4= Vac; 
M(a,b,c,e) = M(a, ec), 
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wenn Al(a, c) das einfachste arithmetisch-geometrische Mittel aus a und e bedeutet ®). 
Alle Zweige von W(a, c) sind durch die angegebene Spezialisierung aus denen von 
(a, b,c,e) ableitbar. 

4. Sind zwei Argumente gleich Null, z. B. ce = e = 0, so wird 

"ah =Ha+b, bed, D=e,=0, etc. 
also 
NM la, 5, 0,0) = 0. 
Verschwindet jedoch nur ein Argument, z. B. e = 0), so ist 
a, =4la+b+c), db, =4Yab, ch, =tYac, e, = 4Vbe, etc. 

also ist dann M(a,b,c,e) ım allgemeinen von Null verschieden. 

5. M(a,b,c,e) kann auch mehrdeutig sein, wenn zwei oder mehrere Größen eines 
Quadrupels die Argumentdifferenz z haben, weil dann die Bestimmung (1. 4) jedesmal 
zweideutig ist. Ist der Grenzwert von Null verschieden, so kann nach dem geführten 
Konvergenzbeweise dieser Fall nur endlich oft auftreten. Sein Vorkommen ist jedenfalls 
so lange ausgeschlossen, als die vier Ausgangselemente innerhalb einer Halbebene liegen, 
die von einer durch 0 gehenden Geraden begrenzt wird. 

6. Wie das einfachste arıthmetisch-geometrische Mittel nur dann verschwinden 
kann, wenn beide Argumente entgegengesetzt gleich sind, ist das Borchardtsche einfachste 
Mittel gleich Null, wenn die Elemente a, b, c, e symmetrisch auf einem Kreise um Ö liegen. 

7. Für reell-positive Ausgangselemente sind beim Normalalgorithmus alle Wurzeln 
mit positivem Zeichen zu nehmen; dann ist A/(a, b, c, e) das absolut größte aller möglichen 
Mittel. 


S 2. Hilfsalgorithmen. 


Schon Borchardt erkannte aus algebraischen Motiven die Notwendigkeit der Ein- 
führung von Hilfsalgorithmen, die dem Algorithmus (1.2) an die Seite zu stellen sind. 
Und zwar setzen wir): 


a, = a, + b, + C, + e,; b, =q,+ b, u Zu 


1) (, =, — b, + („ — e,, e, = (di, — b, 6 + ev, 
so daß 
(2. 2) lım a, = 4WM(a,b,c,e), limb, = lım c, = lim e, = 0 


v>o® v>@® v>®» v>o& 


ist. Sodann bezeichnen wir 


ba=tl, +, -0—-0)=4b, 
(2. 3) C, a ae + (a, -d, +6, — e,) = ] (‚, 
&4 = bo +6) =}6, 


und 
(2. 4) "ı=4Vab, -Voe), C4ı = (Va,c, —- Ybe), &;ı = }(Ya,e, — Vb,c,). 
Den Gleichungen (2. 3), (2. 4) können wir auch die symmetrische Form geben 
b,=4(Yab, +Yoe), WV =} 
(2. 5) d=4Vac +Ybe), d 
1 


(Va, e, + Vb, c,), 2. 2 


Vab, - 66), 


(Va, —Vb,e,), 
(Va,e, — Vb, 6). 


im m We 


a 


°) Vgl. G, S. 137. 
4) Vgl. A, S. 40-47. 
4* 
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Für den Normalalgorithmus sind hierbei die Wurzeln entsprechend zu bestimmen wie in 
(1.4). Im Falle des Normalalgorithmus bei reell-positiven Argumenten hat Borchardi 
bewiesen, daß 


(2. 6) lim ®. = lim ®- = lim 


vo [7 „ao (y v>o 0, 
ist 6). Durch Einführung dieser Hilfsalgorithmen wird die Umkehrung des ursprünglichen 
Algorithmus ermöglicht und zwar ist 


Ya-ı = 41V +Yb +Yo +6), Vb-ı = 4a +Y6 Vu — Ve), 
Va-ı = 34V —-Yb + Yo Ve), Vo = 4a —- Vb— Yu +VB). 
Für das gewöhnliche arıthmetisch-geometrische Mittel, beidem a =b, c = e ist, redu- 
zieren sich diese Hilfsgrößen auf 
eo, = 2a, +6), = 3, —6o),, 9-6 =0; 
b,=Va— e, = =0; 
veyaze. GG =6=0. 


(2.7) 


S 3. Die Nullwerte der Thetafunktionen. 


Wir werden im folgenden den Borchardtschen Algorithmus uniformisieren, d. h. 
von seiner Mehrdeutigkeit befreien. Dies wird uns gelingen durch Verwendung der 
Rosenhainschen Thetafunktionen des Falles p = 2, von denen wir jedoch nur die Null- 
werte (u = 0, v = 0) brauchen. Die Bezeichnung wählen wir gemäß der Charakteristiken- 
theorie ?), die drei auftretenden Moduln seien 7;,, Tja, Tag. Wir setzen 


(3. 1) eritı — x, ern — Y, ein — 2, 


hi hi 
h 1  — " (Tjı , Tıa, Tag) 


4.2) = Sy. ler: )ru+2(m+z) (mt z)rut (nt) In +(m+ 3 )e+(n+ 3) 2} 


und 


DaB SS NET a LEE RER EEE TEN E37 


Um das folgende verständlicher zu gestalten, schreiben wir die in dieser Formel ent- 
haltenen zehn Thetafunktionen explizit hin, indem wir je zwei zusammenfassen: 
00 
LO ol 1+2z + 22% + 22° + 2218 +: 
[0 | +21 Hyd) tr At) te +HyYt)+eP Hyt)t 
+ . 
B= 








LO 4 +21+ 2 +yt)+ Ay +y?) + arlyl2 + yo) + alelyl + y1®) 
+ 2214 2(y + y*) + Ayl2+ y12) + @lyl8 + y18) + 21 (ya + y%) 
00 | | 
A ol. 1 — 22 + 2 — 2° + 27° ach 
ro ol +21 -(y+yY) try Hy) - ey Hyt)+Ry Hy?)—] 
4 1) 4 2741 ur z(y’+ y*) )+ 4 (y® + y®) PR 2 (yı+ En + 2161 + y.) FU | 
R, 2:1 au (+ y®) + Hy + y'2) Rn (ya + y) + 1 (yA + y.) a % +] 
+ ..-, 


6) Vgl. A, S. 45f. 
”) Vgl. A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig, 1903, S. 29 fl. 
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1 : 

00 _ 2a ll +3y +yr)+ y+ 2 ri. Eert+retireetrr')t ] 

1 # +2 1 +2 +yP?)+ ey + yt) try + y?)+ yet y) 4] 

04 + 221 +2 + y)+ Hy + y) + 2y5+ yB) + ZH y20) 4. -] 

0 

0 0 | u 2a ty Hy) tr Hy?) to + y3)+ af Hyt)+-] 

» a +3 41 tar rt Hr) Hr) HF) L ] 

10 4 22 2 r x (y’+ y>) + Hy! + y!) + 2° (13 + y») + 216 (y20 4 y») N ..]| 
+ ö ’ 

11 

0 o|| = 24 [+ ar (yS - y?) En xi(yB y?:)+ 2% (y3 yY?:)-+ | 

N +2 eg) + 

A ey dee dern H+ 


Durch Vertauschung von x und z geht die Gesamtheit dieser Thetas wieder in sich 
selbst über. Die Thetareihen haben nur dann einen Sinn, wenn die notwendige und 
hinreichende Konvergenzbedingung erfüllt ist, die besagt, daß 


(7,1) +2 (Tja) 52 + (Ta) & 


eine positiv definite quadratische Form in den Variablen £,, &, sein muß ®), d. h. daß 


’ Pr 1 “ 1 | 
(3. 4) zu) = — — !08 |2]|>0, Sta) = — > log|2| > 0, 
(712)? < 71) Sta), 
oder 
I2]<1, |2]<1, (log|y|)’<log|x|log|:!| 
ist. 


Diese Bedingung läßt sich auch in der Form aussprechen, daß das allgemeine Glied 
der obigen Thetareihen bei wachsendem Index gegen Null streben soll, d. h. daß 


m zu yzzıın >( 


mit m>o oder n>». Durch (3.4) werden die Variablen r,,, 7, auf die obere Halb- 
ebene, r,, auf das Innere eines um die reelle Achse gelagerten Parallelstreifens der Breite 
2V X(tıı) $(tg) beschränkt. 

Wir brauchen noch die von Königsberger angegebenen Formeln für die Transfor- 
mation zweiten Grades ®). Bezeichnet man zweckmäßig 


Hr mn, une 
5 Ä . » 4 ru, 2, 2ra), 
so gelten folgende Beziehungen: 


®) Vgl. Krazer, a. a. 0. S. 17. 
») Vgl. Journal f. reine u. angew. Mathem. 64 (1865). 8. 38; Krazer, a.a. 0. S. 336 #. 
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„ft 11®:_ fo 0] fo 0] _ ? 0 . x 
wi old tloıllıo‘ 

















Für rein imaginäre 7; folgt aus diesen Formeln, daß alle Thetafunktionen 


(n) 
” A (n= 0,1,2,...) reell positiv sind. Dann werden nämlich x, y, z reell positiv, und 


das Gleiche gilt von den Funktionen " | : F | ; “. F N . Aus (3.5) folgt 








0 0 00 0 0)’ 100 
UITIUOR 0.0 | Kollrel EIER 2 en a 
die Positivität von R | > {> loo)lıo und oo) lt ı) also die von oı-lto 
und r ‚| . Ferner erkennt man aus (3,5), daß wenn 
00” _ [0 07” __ fo 0)" 0 07” 
(3. 6) 0 “ ei 0 | Mr r 0) = r ı 
ist, dann auch die Ungleichung besteht 
00"? _ Foo" _ Foo" _ fooy" 
I a. >’: Sb. > 


und umgekehrt, d. h. also daß die Größenfolge dieser vier Thetas bei der Verdoppelung 
der Moduln erhalten bleibt. Denn zunächst ergibt (3. 7) sofort (3. 6) und die parallelen 
Ungleichungen 


j [0 07 mn 7 0” 01” FA 
(3.8) oo) > lboo) >" bo) > loo) 
I 0 M “Tr, ut ur 

(3.9) ” >bkbul "bed hu 























Umgekehrt zieht aber auch BE der Ungleichungen (3. 6), (3. 8), (3. 9) die Ungleichung 
(3.7) nach sich. Für (3. 8) ist dies sofort evident, (3.6) und (3. 9) dagegen formt sich 
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PA:RREA-PN>s 
00) -lııllllo sl)" lıo 
Panda eo. 
tool" Lı ol llo ıl Ei 
[0 0], fo on Ib 0] fo |) r 
00) bo ılfilı ol ha)” 


























was, da » | die größte der vier Tetafunktionen ist, (3. 7) nach sich zieht. 


S$S 4. Die Uniformisierung des Algorithums. 
Vergleicht man die Formeln (3.5), die die drei Variablen x, y, z oder r,}, Tjs, Tas 
enthalten, mit denen des Borchardtschen Algorithmus, in dem als Variable die drei Ver- 


A Tr n are a 
hältnisse —, —, — auftreten, so wird man dazu geführt, für einen beliebigen Dorchardt- 
a’ a’a 


schen Algorithmus, d.h. beliebige Ausgangselemente a,b,c,e den Ansatz zu machen 


0 072 0 0]? 0 072 0 072 
ae, a=nlgol-d=rloıl»e-rliol-e-eli,l 


und hierin u, 7; als noch zu bestimmende Größen aufzufassen. Für einen bestimmten 
unter den unendlichvielen Algorithmen mit diesen Ausgangselementen gilt dann nämlich 
nach (3.5) 


0 0 (n)2 0 0 (n)2 0 0 (n)2 0 0 (n)2 
-ulo 4 Zi als | Di" | Zu - «|, ı 


und dieser Algorithmus ist durch die Thetafunktionen uniformisiert in dem Sinne, daß 
mit ihrer Hilfe jedes Glied des Algorithmus unmittelbar und eindeutig dargestellt werden 
kann. Diese Uniformisierung werden wir im folgenden untersuchen, sie stellt uns vor 
eine doppelte Aufgabe: 

1. Zu vorgelegten a,b,c,e die uniformisierenden Variablen wu, ti irgendeines 
Algorithmus zu bestimmen. 

2. Zu vorgelegten a,b,c,e die uniformisierenden Variablen aller möglichen (regu- 
lären) Algorithmen zu bestimmen, d. h. die Transformationen der 7 zu entwickeln, 
die dem Übergang von einem Algorithmus zu einem andern mit denselben Anfangsele- 
menten entsprechen. 

Wir werden uns in dieser Arbeit nur mit der ersten Aufgabe befassen und sie unter 
gewissen Voraussetzungen, die z. B. beim Normalalgorithmus reell-positiver Ausgangs- 
elemente erfüllt sind, vollständig lösen. 

Zunächst folgt aus (4. 1), (4. 2) einerseits, (2.1), (2.5), (3.5) andererseits 


a er 
u Algo) > Rmelgo >» Rmelool > 
(A. 3) . oe, On, we 
„Pa: “rrha) + mr) 




















Die Reihenfolge der vier Thetafunktionen im Ansatz (4. 1) ist wegen der Sym- 
metrie des Algorithmus in den vier Elementen beliebig; natürlich entspricht jeder Per- 
mutation der vier Thetas eine andere Bestimmung (und zwar eine lineare Substitution) 
der z;.. Wir geben aus später erhellenden Gründen dem Ansatz (4. 1) den Vorzug. 


Zufolge der Konvergenzbedingung (3.4) streben die Funktionen | A E ni 
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» “ » a bei fortgesetzter Verdoppelung der Moduln gegen 1, und man erhält daher 
aus (4. 2) 
(4. 4) u =Wla, b, c,e), 


wo WM der Grenzwert eben desjenigen Borchardtschen Algorithmus ist, der durch (4. 2) 
uniformisiert ist. Man erkennt hieraus gleichzeitig, daß die Thetafunktionen nur die 
regulären Algorithmen unıformisieren können \°), da für die irregulären JaWl(a, b, c,e) = 0 
ist. Es ist demnach nur noch die Bestimmung der z;; zu leisten. 

Schließlich bemerken wir, daß im Falle rein imaginärer r;, also positiv reeller 
a,b,c,e der Algorithmus (4.2) der Normalalgorithmus ist; denn, wie oben bemerkt, 


| ua 00 00 00 1? # ’ | R | F 1 
sind dann die Funktionen “ | N 5 . . ; | 1b lool’ lool’ loob 


reell positiv, d. h. die Bedingungen (1. 4) des Normalalgorithmus erfüllt. 


S 5. Reduktionsbedingungen. 

Die noch ausstehende Ermittlung der z;. bei vorgelegten a, b, c,e werden wir im 
folgenden leisten und speziell den Fall reell positiver Elemente a> b> c > e besonders 
behandeln; die z;. werden sich als Grenzwerte eines aus Quadratwurzeln zusammen- 
gesetzten algebraischen Algorithmus ergeben. Der Grundgedanke ist hierbei der, durch 
sukzessive Verdoppelung der Moduln die Thetas im wesentlichen auf ihr erstes Glied 
zu reduzieren; es ist dies jedoch nicht immer möglich, sondern nur unter Voraussetzung 
gewisser Ungleichungen, die wir als Reduktionsbedingungen bezeichnen und nunmehr 
ableiten. 


Betrachten wir zunächst die beiden Funktionen E | und » | ; man vermu- 


tet, daß sie sich bei sukzessiver Verdoppelung der Moduln auf ihr erstes Glied 2x* reduzieren 
werden. Klammert man dieses aus, so müssen in der Klammer außer der 1 nur Glieder 
vorkommen, die bei wachsenden Moduln verschwinden. In der ersten Zeile sind dies 
Terme der Form 

ze yEr un erin(Erutnte), (n > 1) : 


und diese haben dann und nur dann die verlangte Eigenschaft, wenn 
n St) + Ste) > 0, nz), 
\Ilrı2)l < Sltze) 
ist. In den andern Zeilen bleibt als allgemeines Glied stehen 
tn yaman +1) zur (m>0, n > s); 


und dieses verschwindet bei wachsenden Moduln dann und nur dann, wenn 


n(n +1) Jr) + m(2n +1) Sri) + m? Sta) > 0, (nz1), 
1 


1 
in + 5) (733) r m (72)? + {n(n +1) (71) S(Ta) — (n"+n+ 2) (713)? >o0, 


also 
1 
(132)? < 1 > An(n p® 1) pn) Sr) (nz 1) 


2°) In gleicher Weise können die elliptischen Thetafunktionen nur die regulären Algorithmen des 
arıthmetisch-geometrischen Mittels uniformisieren, vgl. H. Geppert. Math. Ann. 99 (1928). S. 176. 





her 


es 


Geppert, Zur Theorie des Borchardtschen Mittels. 1. 33 


P” 


772)? < g Sr) Sta) 


ist. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß sich 


4 () (n) 
() | 


(n) 
und h | mit 2— oo auf ihr erstes Glied 2x2"”” reduzieren, lauten somit 


Pr { i . 5} 8 N 
(5. 1) It) < Sta), Sltı2)? < g Sr) (Tee). 


’ 4” ee... 
Die entsprechende Bedingung dafür, daß E 2 und E )| mit n — © das 


erste Glied 23°” ergeben, lauten daher: 


) 


(5. 2) I8(tı2)| < ltr), Sltı2)? < 9 ylrıı) Step) - 


r a sau 3 5; 
Ferner untersuchen wir die Funktionen ’ | und » | ‚ bei denen wir bzw. 


+ Art zt(y3 + y }) vor die Klammer setzen; in der ersten Zeile bleiben dann außer der 
Eins Glieder der Form arr+D „3m, O<m<Sn, nZ1) stehen, und diese streben dann 
und nur dann mit wachsendem Modul gegen Null, wenn das gleiche von 
ann +1) yEr — erin{(a+1) Iran) + Iry)} \ (n >_ 1) 
gilt, d. h, wenn 
(rn +1) (tu) + Sltıe) > 0, (nZ1) 

ISltı2) | < 2 lt) 
ist. In gleicher Weise hätten wir auch die erste Spalte der genannten Funktionen betrach- 
ten können und die Ungleichung gefunden 

St) <2 lt). 
Es bleiben noch die übrigen Glieder der 2.,3.,4.,... Zeile bzw. Spalte zu untersuchen, 
deren ausschlaggebender Teil lautet 


ar (n +1) yz @mn+m +Fn) zn (m HD), (m, n > 1); 
dieser ergibt die Bedingung 
n(n +1) St) + (2mn +m +n) ti) +mlm +1) Yra) > 0, 


0) 


’ m—n | 
x 2 . e" I N \ \ 
Tu) < —— _ T Tao) = til — (-— — ) ! Er) Mt). 
„Tı2) ST) S(Ta2) | Imn tm +n/ | Jr) Sta 
und da der Maximalwert von 
m—-n | 
2mn+m+n 


für mn 1 gleich 5 ist, folgt 





Zusammenfassend lauten die Reduktionsbedingungen für F 0 


5.3) I8ra)| <2Itru) I8lrı)| < 2 Ira), tie)? < Ü) ru) lt): 


Journal für Mathematik. Bd. 161. Heft 1. > 
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Offenbar ist (5. 3) in (5. 1) und (5. 2) enthalten. Die Symmetrie des Algorithmus 
und der Gesamtheit der Thetafunktionen in x, z erlaubt uns, die letzten Bedingungen 
zusammenzufassen. Wir bemerken nämlich, daß zufolge (3.3) bei einer Vertauschung 


von x und z die Funktionen E . ” 2. F | I} a invariant bleiben und die übri- 


0 111’ 10 0)’ 1114 
Ze 0 | ’ 1? . I. | ? n F ni 
gen sich paarweise vertauschen, nämlich E 1 mit ıo0l’loo mit oo loı mit 


» ol d. h. zufolge (4. 1), (4. 2) ist eine Vertauschung von x und z gleichwertig einer 


Vertauschung sämtlicher Größen by, Cn; Da, &n; Da, cn. Es ist daher gleichgültig, welcher 
der beiden Variablen x und z wir den größeren Absolutbetrag zusprechen; wir nehmen 
im folgenden an, es sei 

(5. 4) xl |z|, oder zu) = (Ta) 
Dann fassen sich (5. 1) — (5.3) zusammen in 


(9. 5) IIltı2)| < lt) S Sta); St)? < 5 Sr) S(tee)- 


Es bleiben uns nunmehr noch die vier ersten Thetafunktionen zu untersuchen, sie 
nähern sich bei sukzessiver Verdoppelung der Moduln dem Werte 1; für uns ist jedoch 
die genauere Kenntnis der Art dieser Annäherung von Wichtigkeit. Wir können aus den 
genannten Funktionen die Glieder 1 + 2x + 2z bzw. herausnehmen und nach den Be- 
dingungen fragen, wann diese Glieder allein ausschlaggebend werden, d. h. wann die mit 
ihnen multiplizierten Klammern mit wachsendem Modul sich auf 1 reduzieren. Da x 
und z symmetrisch auftreten, entspricht jeder Bedingung für $(r,,) eine solche für (73). 
Nehmen wir aus der 2.,3.,.. Zeile der genannten Funktionen den Faktor 2z heraus, so 
bleiben noch zwei Arten von Gliedern zu untersuchen: 

ya und Myieze, (mMz2,nZ21) 
die bei wachsenden Moduln gegen Null streben, wenn 


nr) +2In)>0, (21), 
Hr) <F Hr); 
nr) + 2mnilr) +m—1)w)>0, (m>1,m22, 
ra? <(1- 5) Hrn) Hr), 


(772)? < 4 ST) S(Tee) 


ist. Unter der Annahme (5.4) lauten somit die Reduktionsbedingungen für diese vier 
Funktionen 


(6. 6) Hi <Z Hrn) < I Hm), 


3 
Sri)’ < nr: Sr) Ste) 
deren letztere auch weggelassen werden kann, da vermöge der ersten schon 
1 
Sri)? < y St) SlTee) 


folgt. (5.6) umfaßt (5.4) und (5.5) und stellt also die engste Form sämtlicher Reduk- 
tionsbedingungen dar. 
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S 6. Bestimmung der z;. 


Nehmen wir an, die gesuchten Variablen r;; erfüllen die Ungleichungen (5. 5), 
ist ihre Bestimmung sofort zu leisten, dann ist nämlich nach (4. 3) !!) 


bu = u(22®" 92 _ Au > Ks Aa" B 
(6. 1) m u (22° *)2 4 ua, n—-Au zar1 ) 

nA ua” ” (yr E ya) 

eh FE ua" za" d- ya de yrT 12 


und demnach wird 








ni n—1 
u: BF | 
(6. 2) x = lım > — Jım _ + 
no V Au non f Au 
an—1 an—1 
"Vo u 
6.3 z = lim |/ — = lim Sr 
’ 
Au Au 
Nn—>& I no 1 
4 PR „: ya" 1 Ven En 
(6. 4) Vu m 


4 22”? Zar 2 Yin Pi 


also nach dem Vorangehenden 


ya! Yu en eo Ver yir'n Vu Ven ni: Von 
, TA Vbch 
somit 
an—1 on—1 n 





n—>& 


/, ( Vo! 2 / [Z / nt \ | / „’ / „er 
(6. 5) y=- lım % M (Von — Ven ) — lım V- ) by Cn | ne lim N En En 
A 


Vb; Ca n—>& (Ve; - Ve,) n—® Ve, — Ve; 





Ss0- 


Die Formeln (6. 2), (6. 3), (6. 5) geben die gesuchten uniformisierenden Variablen !?), 


wenn folgende drei Punkte bewiesen sind: 
a) die auftretenden Grenzwerte existieren; 


b) die sechs Bestimmungsgleichungen sind miteinander verträglich, d. h. es 
’ e/ 
6.6 Kan I u Da I on fi 
been br ._ & u 
(6. 7) lim un be 
n>o En — En 


c) Die gefundenen Werte erfüllen die Ungleichungen (5. 5), d. h. 


[2 


Ze 
Iz]> |z| oder im—>1A, 


no in 
Er ih 
r ‚ IV /e, | 
|y&!|>|x| oder lim b„:ı tr 
no» Ver Bun Ve, 


und schließlich 


ist 


1!) Das asymptotische Gleichheitszeichen — bedeutet, daß der Grenzwert des Verhältnisses von 
linker und rechter Seite gleich 1 ist. 
2) Diese Formeln entsprechen denen, durch die Gauß die uniformisierende Variable beim arith- 
metisch-geometrischen Mittel bestimmt, vgl. G, S. 104—106. 


h* 
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S 
lt)? < xy Sl) Ste), 


eine Ungleichung, die man ebenfalls direkt in den Variablen a,b, c,e ausdrücken kann; 
es ist nämlich einerseits 


log u = lim n(Yu — 1), 
andererseits 
N 1 ii | m 1 
Su) = - = log ||, tie) = - "= log |y|, Ira) = — - log |z|, 
d.h. 
qn zu 
N 1 on-+l | In 
St = mal -4), 
‚ Pe B Pan 
Ver _ Ver 
In) = — Ein » (Ye _ 1), 
T no ') en + Ver 
EEE 
„0 / Cr 
Cr a. 2. De 2 ns 
dt mr) 
somit die letzte Bedingung 
‚an 9 
N f 
| /Va-ve|_ ) 
Ve + Ver | 32 





lım — - a D . 
an 2 g 


ee aan 
/ ng Ks 
| A Au 


Wir werden unten sehen, daß die Forderungen a) — c) im Falle reell-positiver Aus- 
gangselemente erfüllt sind. 

Nehmen wir an, die gesuchten r;, erfüllten nicht nur die Bedingung (5. 5), sondern 
die viel engere Forderung (5. 6), so ist 
An ull +22 +22"), 55 ull +22” — 22°")2, 
Cn- ui — 22” +22"), m ull — 22°" — 22°")2, 
und daher erhalten wir für x und z je zwei neue Bestimmungen 


(6. 8) 


2n B A EN 
= — im en m Von _ lim > Ven 
n>» ’qu n>o© 
(6. 9) er er 
TE 4 "iR" 7 
z = lim Van — Von _ lim Ve Von ) 
nn 4 J u n>D Ay u 








Damit diese Grenzwerte existieren, ist notwendig und hinreichend, daß (6. 9) mit 
(6. 2), (6.3) verträglich sei, d. h. daß 


d) (6. 10) tim Ver —V% _ im Vin —Vön _ 1, 
n>®© V bu V Cn n>® Von zum Ven 
(6. 11) FH Bi, Vu, 


und schließlich muß die Ausgangsbedingung (5. 6) erfüllt sein, dergemäß 








nn; 


U1S- 


rn 


it 
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Izy**| <1, 

oder unter Benutzung der obigen Bestimmungen 

ce’) (6.12) lim Von ’ KEY <4 

n>® En 

sein muß. c’) umfaßt natürlich ec). 

Durch die Formeln (6. 2) — (6.5) und (6.9) sind die uniformisierenden Variablen 
als Grenzwerte eines algebraischen, aus Quadratwurzeln zusammengesetzten Algorithmus 
bestimmt und durch sie die Uniformisierung des Borchardischen Algorithmus geleistet. 


7. Der Fall reell-positiver Elemente. 


Wir gehen nun zu einer Anwendung der letzten Formeln über, nämlich zur Be- 
handlung des Falles, daß die Ausgangselemente a, 5, c, e reell positiv sind und es sich um 
den Normalalgorithmus handelt. Wir werden nachweisen, daß in diesem Falle die Forde- 
rungen a), b), ec’), d) erfüllt und somit durch (6. 2) — (6. 5), (6. 9) die uniformisierenden 
Variablen wirklich ermittelt sind. 

Vorab bemerken wir, daß alsdann alle auftretenden Größen a,,.... ., &n reell positiv 
sind und somit x, %, z reell positiv, also die 7; rein imaginär werden, es ist dies also in ge- 
wissem Sinne der Normalfall !?). Ausden Beziehungen (6. 8) folgt dann, daß asymptotisch 


r if [° er [° 2 R “ 
00) <lboıl hol lıı 


ist, und der Bemerkung in $ 4 zufolge ist also auch 
0 0 0 0 0 0 0.0 
Io > Io |> ? o1> r ıl- 
Wählt man daher die Bezeichnung der Ausgangselemente so, daß 
> >e:>Ee 
ist, so ist der Ansatz (4. 1) der einzig mögliche; jeder andere Ansatz mit permutierten 
Thetas ist zwar auch möglich, führt aber nicht auf rein imaginäre 7;.; dies ist der Grund, 
weshalb wir seinerzeit den Gleichungen (4. 1) den Vorzug gaben !*). 
Wir beweisen nun zunächst das Bestehen der in b), ce’), d) aufgestellten Relationen, 


Ad (6.6). Diese Beziehung ist schon von Borchardt bewiesen, vgl. (2. 6). 
Ad (6.7). Nach den Göpel-Rosenhainschen Relationen ist !?) 


(7.1) DnCn = Anen — En, DC = ni— Ann, 
also 
i bc Una — Enn (me) +&%) 
im @ _ 4 - im R Zaa _ 4 1m Zee ta) 
n>o bn n no nen — Ann n>o Enln — Ann 


zZ 


Der Nenner sowie der Zähler sind positiv, also wird 
(au — En) En (An — En) En 


\ An — Cn)(en tn h 
lım ( A on) > Tr un ) ——— lım  —- lım 


’ ’ 
no (nen Untn n>o UnEn — Ann n>a Intn — Unkn 


0. 


13) Ihm entspricht in zwei Variablen der Fall eines vollständigen elliptischen Integrals mit reellem 
Modul kleiner als 1. 

14) Aus diesem Grunde ist unsere Uniformisierung der von Hettner (Crelle 112, S. 106) angege- 
benen vorzuziehen. Hettner begeht an dieser Stelle offenbar einen Fehler, wenn er die ri als rein ima- 
ginär voraussetzt und dann den Ansatz macht: 

00% fool2 [00% [00 
0 0 h j h ) loı 


p 





a:bieie=| 


18) Vgl. A, S. 44. 
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und da 
0 (an — En)En (an — &n)en 
< [77 n sn nr 
En — Eu nen — An En 
ist, folgt auch 
[73 
’ j An — En) 
(7.2) u ee —G, 
n>o© Een — En 
Nunmehr wird nach (7.1) 
i bc, . j an — ao) 
lim ——=_, = lim a, +lim — n) en = u 
n>o En — En n>o n>o en — En 


Ad (6.10). Es ist nach Voraussetzung 
Va+yb>Ye+Ve, 





und da “ eine stets abnehmende Funktion von z ist, folgt 


1-+2 
Va — Vb—Ve-+Ve < a—b—-cHe 


Ya_yb +Ve-ye “a-bte-e 





also nach (2. 7) 


+ e—e 


Bed . iu. Dar 23 Wr roh d ti 2 Zi (, 


ee 


somit allgemein 


en e\?" 
2-9" 
und da 
1, 
wird 
. re 
(7.3) lım re 0 
Nun ist aber stets 
0< en < Een ! 
b„ & 
also auch 
(7. 4) lim 0. 
n>8 b„ 


Vermöge (2. 7) reduziert sich die Gleichung (6. 10) auf die folgende 
lım Vbn +Ven — lim Von + Von 4 


/n-Yu "Ya 


die durch (7. 3), (7.4) schon bewiesen ist. 
Ad (6. 11). Vermittels des eben Bewiesenen nimmt (6. 11) die Form an 
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(7. 5) n>o Vb, + Ven no V b„ 
' G „ 
un a 

bone TEE a 

Nun ist 
‚ 1 —— — 1 nn , 
bn u D} (Va, b„ + Von en), CH Bu ) () An Cu + V bn en); 

also 


Xohehejlyeth Kohle VäR) 


und daraus ergibt sich (7.5) mittels (2. 2), (7.3), ( 
Ad (6.12). Es ist zu zeigen, daß 
te +2 Ye <Ac 
ist, es gilt aber 
ni <i, 
ten + 2Vereh < 2 to) <a <A. 
Ja noch mehr! Aus 
_ Yen = Ver)” | en _ n-1 
Ach u (n-1 
und (7.3) folgt sogar 
en EV) 
(7. 6) haus v 7 - ) =0. 
Zur Vollendung unseres Beweises haben wir nun nur noch den Nachweis zu führen, 


daß auch die Forderung a) des vorigen Paragraphen erfüllt ist, d. h. daß die durch (6. 2), 
(6. 3), (6. 5) definierten Grenzwerte wirklich existieren. 


Ad (6. 2). Der verlangte Nachweis ist erbracht, wenn gezeigt ist, daß die Größen- 


folge 
Kane nn - 
bi bz b3 
>Ve>ya>- >V&> 


monoton abnehmend ist. Nun ist aber 
,=a,+b, +ca +0; 


u 





a a 
= +b, +76 +r®&-=- Fy (Ya, +yb, +Ya +Ye,)”, 


4(0ı — 0) = (Ya, — Vb1)? + Ya, — Ver)? + Var — Ver)? + Ybı — Vo)’ 
+ (Vb, - Ve)” + Ya — Ver)? > 0 
folglich 
a>u>n>n%'>lmm =Au. 


n>» 


Andrerseits gilt 


’ 1 ur — 1 
> = % (Ya, b, +Yae)? > 4, a,b, 
Aubs = ub,, 
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also 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Ad (6.3). In gleicher Weise gilt 


4 n—1 
cı c2 c3 l/e 
2 n 
u Fre ge > — > i 
u 4 u 4u 4 u 
denn es ıst 
1 — l 
> / > 
a = 4 () a, Cı Vb,e,)’ > 4 0, 0, 
I. s 
Au ca ac, 
und 
cı” a 
rn > 2 








Ad (6.5). Da im Vorangehenden die Existenz von x und 3 erwiesen ist, genügt es 


nach (6.4) zu zeigen, daß 


on 17 u 
ıVat+Vo _,- } 
lım I/ — —— = Va: y 
now» / Ay u 
existiert. Nun ist nach (2.6) 


u on ı— Pa a 1 on 
/ 4 


tim ]/ rt — im ]/ I - tim ], ‚(1 +) = Jim 1/ Y® | 
el 4a o wel 2a mel 2 a) el 2yu 


und somit nur die Existenz des letzteren Grenzwertes zu zeigen. Es ist aber 


a> Au, 





1 1 Er - 1 w7: | f; 2 / ' 
e =gVae +5 Vbe> gYyae>Yuye=2Yala: 
mithin 


— 7 4 [_ —- nr 
e’ /Ye 'e5 /e& 
E- | 1 > | L — > ... P- / V — B _ ee, 


und diese monoton abnehmende Punktfolge besitzt notwendig einen Grenzwert. 


ist der verlangte Beweis vollständig erledigt. 


Rom, den 10. April 1928. 


Eingegangen 14. April 1928. 


Damit 














Über Stabilität und asymptotisches Verhalten 
der Lösungen eines Systems endlicher Differenzengleichungen. 


Von Oskar Perron in München. 





Einleitung. 
In dieser Arbeit handelt es sich um Systeme von Differenzengleichungen der Form 


&(t +1) = 2 Ar Zult) + ot, zılt), - - -, Zu(t)) =1,2...R), 


wo die a,. Konstanten sind, wobei ferner 9,(1,0,...,0) =0 ist und im übrigen die 
|p,| sehr klein sind, was genauer präzisiert werden wird. Die unabhängige Variable t soll 
die Werte 0, 1,2,... annehmen, während für a,., z,(t) und die Funktionen , beliebige 
komplexe Werte zugelassen sind. 

Wegen %,(t,0,...,0)=0 haben die Differenzengleichungen jedenfalls die tri- 
viale Lösung x;(t) = 0,...,&n(t) =0. Diese nennen wir im Anschluß an die bei Diffe- 
rentialgleichungen übliche Terminologie stabil, wenn es eine positive Zahl a von folgender 
Art gibt: Jedem e zwischen 0 und a läßt sich ein e, zwischen O0 und e so zuordnen, daß 
jede Lösung, deren Anfangswerte x,(0) der Ungleichung 0 < 2|z,(0)| < e, genügen, 
für {> 0 dauernd existiert und den Ungleichungen 2&|x,(t)| < e genügt. 

Andernfalls nennen wir die triviale Lösung instabil. Die Instabilität ist vollkommen, 
wenn es eine positive Zahl e gibt derart, daß bei jeder Lösung, deren Anfangswerte der 
Ungleichung 0 < 2|2,(0)| < e genügen, notwendig für ein endliches t einmal die Exi- 
stenz aufhört !) oder wenigstens Z|z,(t)| Z e wird. 

Zwischen dem Fall der Stabilität und der vollkommenen Instabilität liegt noch 
ein Fall, den wir als unvollkommene Instabilität oder auch als bedingte Stabilität bezeichnen. 
Dieser ist dadurch charakterisiert, daß es eine positive Zahl a von folgender Art gibt: 
Jeder Zahl e zwischen O0 und a läßt sich ein e, zwischen 0 und e so zuordnen, daß wohl 
einige ?), aber niemals alle Lösungen, für die 0 < 2|2,(0)| < e, ist, für 2> 0 dauernd 
existieren und den Ungleichungen &|z,(t)| < e genügen. 

Wenn man in dem gegebenen Differenzengleichungssystem die Variable t ersetzt 
durch t + 7, wo T eine positive ganze Zahl ist, und dann t wieder auf die Werte 0, 1,2,... 
beschränkt, so haben nicht die x,(0), sondern die x,(7) als Anfangswerte zu gelten. 
Dadurch können einerseits zu den seitherigen Lösungen noch weitere hinzukommen, 
nämlich solche, für welche zwar die Funktionswerte z,(7), «(7 +1) existieren, aber 
s(T — 1), »(T —2),...,2,(0) nicht alle zu existieren brauchen; andrerseits werden 
von den seitherigen Lösungen diejenigen wegfallen, bei welchen x,(f) für £> 7 nicht 
mehr existiert hat. Wegen dieses Umstands kann die triviale Lösung x,(t) = 0 ihren 
Stabilitätscharakter ändern. Wir nennen sie in bezug auf das ursprüngliche Differenzen- 


!) Wenn die aus dem Differenzengleichungssystem rekurrent zu berechnenden Funktionswerte z,(®) 
für einen gewissen Wert t=t, nicht mehr im Existenzbereich der Funktionen ,(t, 27. ...,,) liegen, so 


kann z,(t, + 1) nicht mehr berechnet werden, die Existenz hört also bei t=t, +1 auf. 
2) Gemeint ist: mindestens eine; aber dann sind es, weil & beliebig verkleinert werden darf, von 
selbst unendlich viele. 
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42 Perron, Lösungen eines Systems endlicher Differenzengleichungen. 


gleichungssystem im weiteren Sinne stabil, instabil, vollkommen instabil, unvollkommen 
instabil, bedingt stabil, wenn jede hinreichend große ganze Zahl 7 die Eigenschaft hat, 
daß nach Ersetzung von t durch ? + 7T im gewöhnlichen Sinne Stabilität usw. vorliegt. 

Die Stabilitätsfrage ist noch wenig behandelt worden, wie ja überhaupt die Literatur 
über nichtlineare Diflferenzengleichungen recht spärlich ist. Zu erwähnen sind eine Arbeit 
von Horn?) und eine von Lattes®*). Herr Horn setzt die Funktionen 9, als Potenz- 


reihen nach gr Tan Tn Voraus, gewinnt die allgemeine Lösung durch sukzessive 


Näherungen und gibt dann divergente, aber asymptotische Reihenentwicklungen für sie 
an. Lattes, der sich auf den Spezialfall einer Differenzengleichung n-ter Ordnung beschränkt, 
setzt @, ebenfalls als Potenzreihe nach r,,...,2„, aber frei von £ voraus; er gewinnt 
dann die allgemeine Lösung in Form einer konvergenten Reihe, die das genaue Änalogon 
zu den bekannten Poincareschen Reihenentwicklungen für die Integrale entsprechender 
Differentialgleichungen ist. 

Das meiste, was sich aus den Reihen von Horn und Lattes für die Frage der Stabilität 
und des asymptotischen Verhaltens herausholen läßt, gilt jedoch auch unter weit gerin- 
geren Voraussetzungen über die Funktionen @,. Ich werde daher diesen Fragenkomplex 
unter wesentlich allgemeineren Annahmen nach einer neuen Methode behandeln. Im 
Fall der Stabilität ist es im allgemeinen so, daß die Lösungen z,(t) für 2— © asymptotisch 
gegen Null streben. In $$ 6 und 7 wird dieses asymptotische Verhalten genauer untersucht, 
wobei sich zeigt, daß die Lösungen je nach den Anfangswerten in verschiedene Klassen 
zerfallen, die von verschiedener Ordnung klein werden. Es liegen hier ähnliche Verhält- 
nisse vor, wie bei den von Poincare und mir untersuchten linearen Differenzengleichungen, 
deren Koeffizienten für 2— © gegen endliche Grenzwerte streben. Die früher auf diesem 
Gebiet von mir erzielten Resultate lassen sich auch als Spezialfälle unter die Ergebnisse 
der vorliegenden Arbeit subsumieren ($ 8). 

Meine Methode ist ganz analog zu der Methode, mit der ich kürzlich die entsprechende 
Frage bei Differentialgleichungen behandelt habe°), und hier sogar noch etwas leichter 
durchführbar. Nur die Unterscheidung zwischen Stabilität usw. im gewöhnlichen und 
im weiteren Sinne ist bei Differentialgleichungen nicht nötig. Zum besseren Vergleich 
sind beide Arbeiten völlig gleich gegliedert und die entsprechenden Sätze tragen die 
gleiche Nummer. 


$1. Die Bedingungen 4, 8, € und die charakteristischen Wurzeln. 


Um öftere Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir hier einige abkürzende Fest- 
setzungen treffen. Wie schon bemerkt, nımmt die Variable i immer nur ganzzahlige nicht 
negative Werte an. 

I. Wenn die Funktion «ft, £,,...,2,) fürt=0,1,2... und in einem Bereich 
der Gestalt 

z,lsa,...,1u|sSe, 


Li 


®, J. Horn. Zur Theorie der nicht linearen Differential- und Differenzengleichungen. Dieses Journal 
141 (1912). S. 182—216. 

*) 8. Lattös, Sur les suites recurrentes non lineaires et sur les fonctions gen6ratrices de ces suites. 
Annales de la facult£ des sciences de luniversit@ de Toulouse pour les sciences math@matiques et les 
sciences physiques (3) 3 (1912). p. 73—124. 

°) Über Stabilität und asymptotisches Verhalten der Integrale von Differentialgleichungssystemen. 
Mathematische Zeitschrift 29 (1928), S. 129—160. 
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wo natürlich a > 0 ist, definiert ist und der Ungleichung 
Pl, 2... m) S Kl ++ nl) 
genügt, wo Ä eine positive Konstante, so sagen wir, die Funktion erfüllt die Bedin- 
gung V. Offenbar ist dann von selbst 
ot, 0, 0) z 0, 
\plt, 2,.:..,m) SnKa. 

Wenn wir also von einer oder mehreren Funktionen ft, 2,,...,%2„) sagen, daß 
sie die Bedingung X erfüllen, so ist damit immer ein Bereich für die Variabeln z,,.. . , Zn 
gegeben; wir nennen a die erste, Ä die zweite Konstante der Bedingung MW. 

Il. Wenn die Funktion oft, x,,... ,&„) der Forderung genügt 

pdt, pen In) 0 

EU En a ET 
d.h. wenn jeder positiven Zahl e zwei positive Zahlen ö, und T, zugeordnet werden können 
derart, daß für 

12 4,:::,11& 4, air tim >, > 7, 


für |u|+-+1m]>0, 1>o, 


stets die Ungleichung 
Pl, 2, Hm Sell tt +) 
gilt, so sagen wir, die Funktion erfüllt die Bedingung %. 
Die Bedingung 8 ist z. B. erfüllt, wenn für alle hinreichend großen (ganzzahligen) / 
gleichmäßig die Beziehung gilt: 


ebenso auch, wenn in einem Bereich der Gestalt 
alsa..,lalsa Jal++m]>0 

gleichmäßig die Beziehung gilt: 

PÜ, an.) og, 


Ir_| 
In 


lım : 
»ealai rt: 


III. Wenn die Funktion g(t, &,,...,2n) so beschaffen ist, daß jeder positiven 
Zahl e zwei positive Zahlen ö, und T, zugeordnet werden können derart, daß für 


s1Ssa, IfHI5%,...,18154, IWISa, I2T. 


_— 


stets die Ungleichung 
lolt,21,::,2%) — ol, 21,.:.,u) sellu - m |+: +1m —m|) 
gilt, so sagen wir, die Funktion erfüllt die Bedingung C. 

Man sieht leicht, wenn die Funktion oft, 2,,..., 2) die Bedingungen W und C 
erfüllt, so erfüllt sie von selbst auch die Bedingung ®. Denn wegen der Bedingung A 
ist @(t,0,...,0) = 0 und also wegen der Bedingung (, wenn man sie speziell für 
2 =(0,...,% =0 in Anspruch nimmt, 

lplt, 21,.:..,um)| Sellauil+': + ||) 
für 
als, I|mlSd, 57. 


Das bedeutet aber das Erfülltsein der Bedingung %. 
v 
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IV. Wenn die beiden Funktionen 
GL, +: tanz + plt, zu» » - » Zn), 
bt +: +ban+ Yll, 2: - In), 
wo die a,, b, Konstanten sind, miteinander identisch sind und wenn die Funktionen 9, y 
die Bedingung ® erfüllen, so sieht man leicht, daß dann notwendig 
.=bd... =, 9=Y 
ist. In der Tat ist wegen der Bedingung ® 
(a, — 5) ++ (an — bu)in| 
=|y-els|yl+lpls2en| + +im|), 
sobald nur 
lS6,...,|m1Ss6, Ia1l+t::- +iml>0, t3T, 
ist. Setzt man insbesondere alle x, = 0 bis auf eines, etwa x;, so kommt 
(a — bh) S2elrr|, also u —b|=s2e. 
Da aber & beliebig klein sein darf, ergibt sich a; = bi. Das gilt für alle k, und damit ist 
die Behauptung bewiesen. 
Wenn in dem Differenzengleichungssystem 


Zt +1) = Fanzult) + Pla... 2nll)) W=1,d...,0) 


die Funktionen g,(t, 2),...,2n) die Bedingung ® erfüllen, so sind hiernach die Kon- 
stanten a,. eindeutig. Daher sind auch die Wurzeln der Gleichung 
A —0O Ayg---- Am | 
Ayı Anz... Ann— 0 
eindeutig bestimmt. Wir nennen sie die charakteristischen Wurzeln des Differenzen- 


gleichungssystems. 


S 2. Vorbereitende Sätze. 
Satz 1. Wenn die fürt=1,„1%-+1,...,rt, definierten Funktionen 
zılt),- - - , u(t) 
für „st <r, dem Differenzengleichungssystem genügen: 
(tt +1) = ‚lt, lt), - . . , Zu(t)) ((=1.2...,8), 
wo die Funktionen g,(t, £,, . . ., £n) die Bedingung U erfüllen, so gilt für „st, <tSet, 
stets die Ungleichung 


n 


Zizmtt)| < (nk + jzh)|, 


wo K die zweite Konstante der Bedingung W bedeutet. 
Beweis. Aus dem gegebenen Differenzengleichungssystem folgt wegen der Be- 
dingung A 
+ NIS KEIEulh)) fürt=1,un+1,..,. —1, 


und also durch Summation nach » 


Zlatı +1) s "KL zul). 


Wendet man diese Formel der Reihe nach für t=t,t +1,...,i, — 1 an, so kommt 
sogleich die in Satz 1 behauptete Ungleichung. 


BEE 











|- 
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Satz 2. Wenn die Funktionen x,(t) in Satz 1 für einen gewissen Wert it = t, nicht 
sämtlich verschwinden, so können sie fürt =t, <t, auch nicht sämtlich verschwinden ®). 

Wenn sie nämlich für i, sämtlich verschwinden würden, so müßten sie nach Satz 1 
auch für i{, sämtlich verschwinden. 

Satz 3. Wenn in dem Differenzengleichungssystem 


(it +1) = ‚li, 2, (k),- - - -, ult)) (= 1,2.:.,%) 

die Funktionen g,(t, &,-- - ,&n) die Bedingung W erfüllen, so kann man jedem Paar posi- 
tiver Zahlen T, e (T beliebig groß und ganz, e beliebig klein) eine positive Zahl ö = Ör,, so 
zuordnen, daß eine Lösung, deren Anfangswerte x,(0) den Ungleichungen 

10) <d,...,|2m(0)| S 6 
genügen, mindestens bis zur Stelle t =T existiert und dabei dauernd den Ungleichungen 
genügt: 

SWS 8...,|mt)| Se. 

Beweis. Man darf natürlich e kleiner denken als die erste Konstante a der Bedin- 

gung %. Wählt man dann 
€ 


2 fall nK <z1 
n 


= 





- (nK)”, fallınK>A, 


wo K die zweite Konstante der Bedingung X bedeutet, so ist die Ungleichung 
[| e<a, falls nÄ <s 1 

ZIOS| mRT<e<a, tallenk> 1 
jedenfalls für 2 = 0 richtig. Wenn sie aber für einen gewissen Wert t, der kleiner als 7 
ist, gilt, so folgt weiter aus den gegebenen Differenzengleichungen wegen der Bedin- 
gung A 

Ke, falls nÄ<s 1 

rim Ke(nK)", falls nÄ> 1 
und durch Summation nach » 
nKese<a, falls nÄ<S 1 
einKy'' "<e<a, fall nK>i. 
Daher ist in der Tat x,(t) für 2< 7T dauernd vorhanden und absolut <S e. 


Eat +1)) s{ 


=1 


8 3. Kriterien für Stabilität. 
Satz 4. In dem Differenzengleichungssystem ?) 


v—1 
x&(t +1) = 0,2,(t) +2, 6m Zult) + y,lt, zı(t), - - ., Zu(t)) v(=12...2) 


mögen die Konstanten o, absolut kleiner als 1 sein und es mögen drei Zahlen y,C, x durch 
die Formeln 


6) Wohl aber können sie für t=t,>t, sämtlich verschwinden, im Gegensatz zu dem analogen 
Satz über Differentialgleichungen. Das tritt z.B. ein, wenn die Funktionen 9, Aientisch verschwinden. 
v1 


°”) Hier und auch überall später ist unter einer Summe der Form Y a,, wenn vr =1 ist, steis die 
1 


n 
Null zu verstehen. Ebenso ist später unter einer Summe der Form Ya,, wenn k=n ist, stets die 
uk + 1 


Null zu verstehen. 
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a 

 2n(C+1) 

definiert werden, so daß O <a <1 ist. Wenn dann die Funktionen y,(t, &, . . -, &n) die 
Bedingung A erfüllen und in dem dadurch gegebenen Bereich den Ungleichungen 


y=Max|jo,|,, C=Max|cu|, & 


| ylt, 2 U Zn)) s af Lu 


um=1 


genügen, so ist die triviale Lösung x,(t) = O stabil, und zwar gelten für jede Lösung, deren 
Anfangswerte x,(0) absolut hinreichend klein sind, sogar die Beziehungen 
lm z,(t) =0,...,imzult) = 0. 
tx t>o 
Beweis. Ist a die erste Konstante der Bedingung X und e eine Zahl zwischen 0 


und a, so wählen wir die Anfangswerte x.(0) so ‚daß 
EM 
(1) |7u(0)| > n = (u En 1, 2, BR. n) 
ist. Dann ist gewiß |z.(0)| <e <a, so daß die Werte x„(0) im Definitionsbereich der 
Funktionen y, liegen. Wir behaupten, daß die aus den Differenzengleichungen rekurrent 


zu berechnenden Werte x.(t) für alle i der Ungleichung genügen: 





(2 Era s(F) eo; 


wegen y <1, x< 1 ist dann gewiß |z.(t)| Se <a, so daß die Werte x„(t) im Defini- 
tıonsbereich der Funktionen %y, bleiben und also die x,(£ + 1) wirklich sukzessive be- 
rechnet werden können. 

Wegen (1) gilt die Formel (2) jedenfalls für 2 = 0. Wenn sie aber für einen gewissen 
Wert t gilt, so folgt aus den in Satz 4 vorliegenden Differenzengleichungen auf Grund 
der dabei gemachten Voraussetzungen: 

v—1 


HN) S |o,wÄt)| +2 Tom zult)| + | Yyll, Lil), 3 nee))| 
v—1ı n 
Ss y|alt)| + cz u) +2," zul) 
v_—1 n 


Sylt) HC Zr LE) + a" 2, | Eule)] - 


Wenn man hier im mittleren Glied der letzten Zeile die Summe bis n ausdehnt 
statt nur bis » — 1, so gilt die entstehende Ungleichung erst recht. Wenn man dann 
mit x’ multipliziert und nach » summiert, ergibt sich 


rn | n 1 n 
Er izle + NIS (7 +nCa+ na) Ear|aulı)) = (IP) Er laulı)l. 


Das besagt aber, daß die Ungleichung (2) auch für i + 1 an Stelle von t, also allgemein, 
in Kraft bleibt. Wegen y <1 ist damit Satz 4 bewiesen. 


Satz5. Wenn in dem Differenzengleichungssystem 


L,(t +1) = 2 autult) + 9A, zult),..-, In(t}) v=1, 2, ..., N) 


die Funktionen ,(t, £,,-..,%2n) die Bedingungen U und ® erfüllen und wenn die abso- 
luten Beträge der charakteristischen Wurzeln sämtlich kleiner als 1 sind, so ist die triviale 
Lösung z,(t) = 0 stabil, und zwar gelten für jede Lösung, deren Anfangswerte x,(0) ab- 
solut hinreichend klein sind, sogar die Beziehungen 
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lım z,(t) =0,..., limz,(l) =. 
t>o© I>«# 


Beweis. Bezeichnet man die Matrix 


mit A und die charakteristischen Wurzeln mit 2,,...,20,, so kann man bekanntlich 
auf mannigfache Art eine Matrix 3 mit von Null verschiedener Determinante angeben, 


für welche 


0, 0 0 
(3) a 2 
GG +: +. DD 


ist. Dabei können die Konstanten c,., wenn alle o, voneinander verschieden sind, durch 
geeignete Wahl von 3 sogar alle gleich Null gemacht werden; wenn gleiche o, vor- 
handen sind, ist das im allgemeinen nicht möglich, doch wird das gar keine Rolle spielen. 


Macht man jetzt die lineare Transformation 


(4) (21; ... Lu) er B(yı ... Ya); 


so geht das Differenzengleichungssystem von Satz 5 über in 


v—ı 


(5) y,(t + 1) _. 0,4,(t) +2 Om Yult) r y,(t, yı(t), ...; Y„(t)) (v . 1, 2, ..0), 


wo offenbar die Funktionen y,(t, Yı, - - -, 4„) ebenfalls die Bedingungen X und ® er- 
füllen. Führt man daher wie in Satz 4 die Abkürzungen 
| WER. Soc 
y= Max |o,|, C = Max |cu|, *FInc+1) 
ein, so ist wegen der Bedingungen WA und B gewiß 

| Yl Yo + Yn)| Sa" 2 |yul S 2 |Yulı 


sobald nur t groß genug ist und die |y,| klein genug sind, also etwa für 
ST, Als... |sn|S9. 


Auf das Gleichungssystem (5) kann daher, wenn darin t durch t+ 7 ersetzt wird, der 
Satz 4 angewandt werden. Hiernach ist jede Lösung y,(t) von (5), die fürt = T ab- 
solut hinreichend kleine Werte annimmt, bis zu beliebig großen Werten von t berechen- 
bar und die |y,(t)| bleiben dabei dauernd unter einer willkürlich vorgebbaren Schranke 
und streben gegen Null. Entsprechendes gilt daher auch vermöge der Transformation 
(4) für jede Lösung x,(t) des ursprünglichen Systems, welche für = 7 absolut hin- 
reichend kleine Werte annimmt. Letzteres ist aber nach Satz 3 bei jeder Lösung der Fall, 
welche für ti = 0 absolut hinreichend kleine Werte annimmt, und damit ist Satz 5 be- 
wiesen. 


$ 4. Kriterien für Instabilität. 


Satz 6. In dem Differenzengleichungssystem 
—1 


(it +1) = 0,%(t) +2 0m zult) + vli,2,(t),--,ul)) (=1,2,..., 0) 


sei für einen gewissen Index k 
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Fa ; >1 fürvsk 
und, sofern nicht k =n ıst, 
o,|si fürv»>k. 
Ferner seien die Zahlen C, & durch die Formeln 
EEE. Kun 
2n(C +1) 
definiert, so daß O <a <I1 ıst. Wenn dann die Funktionen y,lt, &, . . -, Xu) die Bedin- 
gung A erfüllen und in dem dadurch gegebenen Bereich den Ungleichungen 


E = Max | Cru | N) &X 


| ol, 2» Se)l Ss Zar zu | 


genügen, so ist die triviale Lösung x,(t)= 0 instabil. Falls k= n ist, ist sie sogar vollkommen 


instabil. 
Beweis. Aus den Differenzengleichungen ergibt sich 


v—1 
S |o,2,(t)| + CZ |zult)| + | pt, zult), - - + Zult))) 
lt + 1)) .-ı 
> |o,2,(t)| — C 2, |ult)| — | pl ld, ul). 


Definiertt man daher zwei Funktionen ®(t), 7(t) durch die Formeln ®) 


n 


N) =-Lxrinl), FUEL rin), 


so ist wegen O<a<1 
Pt +1) — Pll+1) 


k n l,n n 
> Ex) FE ala) - CL |zule)| -ER wol dree or zult))| 
a; > „ a... 
> a 2, (t): ie “ (lt) — nCx 2 x |zult)l 2 2% “|xult) 
> 2.9) — Ft) — nCa[dlt) + Pl] — na[dlı) + PUı)]. 


y 

Mit Rücksicht auf 

1—-y 1—y 
>“. 





nCatna= 


ergibt sich hieraus 


1 1—y 1+y 
Dt — 1) — Pit +1) 2 — Dt) — Alt) — — — [Gt Pit)] = —— 
(+1) Fu +1)2, Du) — Fu) - 10) + PO)= 


2 [Du) — FU). 


-—. 


Nun ist aber > 1. Wählt man daher die Anfangswerte z, (0) so, daß sie zwar 
absolut beliebig klein sind, daß aber D8(0) — P(0) > 0 ist, so kann D(t) — Y(t) nicht 
dauernd unter einer festen Schranke bleiben, womit die Instabilität bewiesen ist. 


Speziell für k=n ıst Pt) =0 und 
D(0) — #0) = Ex |2,(0)|, 


also bei jeder Wahl der Anfangswerte positiv, so daß jetzt D(t) — Y(t) bei keiner Wahl 
dauernd unter einer festen Schranke bleiben kann; die Instabilität ist daher in diesem 
Falle vollkommen. 


*, Dazu vergleiche man die Fußnote’) auf Seite 45. 
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Satz 7. Wenn in dem Differenzengleichungssystem 
+1) = FE amzult)+ Plata) Wen) 


die Funktionen ,(t,%,,...,2n) die Bedingungen WA und B erfüllen und wenn von den 
charakteristischen Wurzeln mindestens eine absolut größer als 1 ist, so ist die triviale Lösung 
&(t) = 0 im weiteren Sinne instabil. Wenn sogar alle charakteristischen Wurzeln ab- 
solut größer als 1 sind, ist sie im weiteren Sinne vollkommen instabil. 

Beweis. Bezeichnet man die charakteristischen Wurzeln mit o,,..., 0, und nu- 
meriert sie so, daß diejenigen, die absolut größer als 1 sind, zuerst kommen, so läßt sich 
wie beim Beweis von Satz 5 durch die dortige Transformation (4) das Differenzen- 
gleichungssystem überführen in 


v—1 
(6) ur) =oyl)+Z my) ud) We. un), 
wo die Funktionen y,(t, Y1, - - -, 4„) wieder die Bedingungen X und 3 erfüllen. Be- 


zeichnet man daher die kleinste derjenigen Zahlen |o,|, die größer als 1 sind, mit - 


und führt wie in Satz 6 die Abkürzungen 


NE = ; 
*FnecCc+i) 


ein, so ist wegen der Bedingungen WX und B gewiß 


C = Max | cu |, 


= 


u 
E- Yu!» 


I >: 


| y‚t, Yy++» Yn)| S u Yu! Ss 
sobald nur £ groß genug ist und die |y,| klein genug sind, also etwa für 
12T, ylsö...|ul<od, 


wobei natürlich 7 auch durch jede größere ganze Zahl ersetzt werden darf. Daher kann 
auf das System (6), wenn darin it durch t + 7 ersetzt wird, der Satz 6 angewandt werden, 
und damit ist auch Satz 7 bewiesen. 


$S 5. Kriterien für bedingte Stabilität. 
Satz 8. In dem Differenzengleichungssystem 


xt + 1) = 0,X,(t) + Z omalt) + y,(t, xt), ... In(t)) (v = 1, 2, >; 


sei für einen gewissen Index k, der kleiner als n ist, 


1 j 
el2,>1 für » Sk, 
o,|sy<1i für» >k. 
Ferner seien die Zahlen C, x durch die Formeln 
1—y 
C=M | = 
Max |c,|; inc +1) 
definiert, so daB <a <1 ist. Wenn dann die Funktionen will, X... ,- tn) die Bedın- 


gung W erfüllen und außerdem in dem dadurch gegebenen Bereich den Ungleichungen 


”n 
yt r 


|yll,2,:.,)—- wlan, m) SS Zr — au 


u | 
genügen, so ist die triviale Lösung x,(t) = 0 bedingt stabil. Ist nämlich s eine hinreichend 
und beliebig kleine positive Zahl und sind carı,..., & irgendwelche Konstanten, für die 


- 


Journal für Mathematik. Iid. 161. Heft 1, ‘ 
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|e.lsex” (v=%k+Ül,..,n) 
ist, so gibt es genau eine Lösung &;(t), . . ., Zn(t), die fürt = 0,1,2,... dauernd existiert 
und den Nebenbedingungen genügt: 
(0) = a4: Zul0) = u, 
I(t)| S 2ea” ((=12...8). 


Beweis. Seien i,,i, zwei ganze nicht negative Zahlen und zwar St. Wenn 
man in den gegebenen Differenzengleichungen die Variable t ersetzt durch r, sodann mit 
04? multipliziert und nach 7 von i, bis it, summiert?), ergibt sich 

t, —1 

(7) lt, +1) — ohettz,(t,) - 2 | Zonzule) + y,(tT, zı(r),--., 9). 
Für »< k ist nach Voraussetzung |o,| > 1. Wir können daher die Gleichung (7) noch 
mit o%-4-1 multiplizieren, worauf die linke Seite, wenn z,(t) beschränkt bleiben soll, 


für 1,> © einem, endlichen Grenzwert zustrebt; wir setzen daher t, =t und gehen zur 
Grenze t,— © über. Für » > k dagegen beachten wir, daß x,(0) = c, sein soll und setzen 
in (7):ty=0,t, =t—1. So ergibt sich 

, be) v»—1 R 

| z,(t) = - Ze Zenzutr) + y,(7, 2ı(t),...,Zu(z))| fürv sk, 


Yv 


(8) 


v—1 


t—1 7 
|. = oe +2 Femzutz) + 2l8),..anle))| für > A. 








In der zweiten Formel (8) muß zunächst t> 1 sein; wir erreichen aber, daß sie 


—1 
unverändert auch für ? = 0 gilt, indem wir unter 2 die Null verstehen. Umgekehrt 


geht dann aus dem Gleichungssystem (8) auch ohne weiteres wieder das in Satz 8 ge- 
gebene Differenzengleichungssystem nebst den Anfangsbedingungen hervor. Es genügt 
daher zu beweisen, daß das Gleichungssystem (8) genau eine Lösung z,(t) mit den in 
Satz 8 behaupteten Eigenschaften hat. 

Wir zeigen zuerst, daß es höchstens eine solche Lösung gibt. Nehmen wir an, es 
gäbe zwei, etwa z,(t) = y,(t) und z,(t) = z, (t), so folgt aus (8) 


| y,(t) — z(t) = — Eu Q,(r) für v<k, 
(9) | ni 
vi) —zl)= 2,0" Rule) für v>k, 


wo in beiden Fällen 


Q,(r) -Z m [y.(?) er Zu(t)] + y,(t, Yyı(?), “. y„(?)) Fr y(t, zı(?), .. Zu(T)) 


ist. Auf Grund der in Satz 8 formulierten Voraussetzungen ergibt sich hieraus die Ab- 
schätzung | 


v—1 n 
UI SCE Iyule) — zule)] + or Yale) — zule). 
Bezeichnet man daher die obere Grenze der beschränkten Funktion von t 


& a |yulı) — zult)| 


v=1 
mit M, so ergibt sich weiter 


*) Man beachte, daß dabei der Exponent t, —r von go, nie negativ wird, was mit Rücksicht auf 
die Möglichkeit o, = 0 wesentlich ist; unter 0° ist 1 zu verstehen, nicht 0. 








rt 
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u 
|Q,(r) | sC2 amt yult) — zu(r)| + M 
sCal"M +al=M =al(C+A1)M, 
und aus (9) erhält man dann 


|4,(t) — z(t) | 43 lo, |"-1a1(C+1)M für „Sk, 
t—1 
Is) -»UIS2 [oa (C+1)M für v>k. 


Hieraus folgt aber für »<%, weil dann nach Voraussetzung |o,| > | >41 ist, 
Y 


= M ’ 17 
v = u "t—+1l — 5 LE. m ? 
o’|y,(t) — z,(t)| SolC + 1)M 2» a(C+1)M I,» men’ 
und analog für »>%, weil dann |o,|<y<{1 ist, 
e—1 1 M 
x — 2 s MZays +1)M — u; 
a’|y,(t) — zit)| SalC + IM 2 Y <salC+1)M 55 


Durch Summation nach » erhält man hieraus 
M 


Zeariydl) — N] < 


m 


Daher ist auch die obere Grenze der linken Seite < DE also M< E und somit 


M = 0. Das besagt aber, daß die beiden Lösungen y,(t) und z,(t) miteinander identisch 


sind. 
Um jetzt zu zeigen, daß es auch wirklich eine Lösung der verlangten Art gibt, 
lösen wir die Gleichungen (8) durch sukzessive Näherungen, indem wir setzen: 


Zyo(t) = 0 für v= 1, 2, u. N, 
vn v—1 7 
(10) I Ball) = u? Zemaule) + lt, zult), .-., Zm(t)) | für v<k, 


——1 


t—1 
Zr, +1) = ol, +2 0,7 | Zemauile) + vlt, zu(r), ---, zu))| für v>k. 





. 


Man sieht leicht, daß die Funktionswerte von |z..(t)| stets S 22x“ sind, also 
(wenn e klein genug gewählt wurde) im Definitionsbereich der Funktionen y,(t, X], - - -, Zn) 
bleiben, so daß die x,,;ı(2£) wirklich sukzessive berechnet werden können. Denn jeden- 
falls trifft das für A= 0 zu. Wenn es aber für einen gewissen Wert 4 zutrifft, so folgt 1°) 


aus (10) für »<Sk, weil dann |o,| > ö >41 ist, 


© v—1 n 
Walt) SL yFttrılC Z2ea "+ Zat2ea" 
| „A ı( )| =) [ ul ra 
Li 
s = [C 22 ea!” +2ne] 
1 Ya ee 1 vo Ya 
<s eg (2Cneal + 2neal) = ea" <2ea", 


und analog für »> k, weil dann |o,|s y <1 ıst, 





10) Dabei wird die Ungleichung 
n 
Ill m)i<ioatz, 


n=1 


benutzt, die sogleich aus den Bedingungen von Satz 8 folgt, indem man dort 2’ = 0 setzt. 


ne 
‘ 








' 
IV 
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- 


i—1 
Zr,a+ı(t)| > Cr y’ var (cz, 2: ul +2 au ei " 


1 

ext’ + N (2Cneat" + 2neal”) 
n y 

= ex" tea" = 2ea”. 


Die x,.(t) können also für alle A gebildet werden. Nun zeigen wir weiter, dab 


1-2 
(11) tell) — an a-ılt)| S (5) 


ist. In der Tat gilt diese Ungleichung nach dem Bewiesenen jedenfalls für A = 1. Wenn 
sie aber für einen gewissen Wert 4 gilt, so iR aus (10) für „sk: 


IN 


une | i—2 1. 2.8 
ee) alcz 'ea#(2) +2 En ent (5) ] 


e(; 1y- cX u = | i 
und analog für > k: 
%r,irılt) — Irilt)) <sIr- T—1| cz$ € + (> ii 1. gu en er 


) L u=1 u=l 


1 i—2f v1 
s; (2) za +nl. 
Daher ist schließlich für alle » 


N Er 08 TUR n. 
Ir,i..1(E) — eilt)! S ra, [C.2, at na] 


7 I Cna x +na) 


ol Br 


womit die Ungleichung (11) allgemein bewiesen ist. 
Wegen (11) sind die Grenzwerte 
(12) lım zu(t) = lt) =1,2...,8) 


gleichmäßig für {=0,1,2,... vorhanden. Wegen |zu(t)| S2ex” ist auch 
7,(t) Ss 220”. Die Funktionen z,(t) bleiben also absolut unter der in Satz 8 behaupteten 
Schranke. Sie genügen aber auch wirklich dem Gleichungssystem (8). Das ergibt sich 
sogleich, indem man in (10) zur Grenze A— & übergeht, wobei nur die Formel 


r— 1 


lım > u —. 2 u Zui(T) r%, (rt, Zu(t),- ., mike) 


I1= 


“m 


iz 
fs—1 


en u z eu Zu(t) + y,lı,2,(T),.-. z.(n))| für v<sk 


einer genaueren Begründung bedarf Nun folgt aber aus (11) und (12) für »<sk 


zit), — zZult)' Sen” er EITHET + .. | de eo(2) 


Daher ıst für »<k 
| 
2 Csu[Zult) — zulr)] + ylr, zult),. . ., uılt)) — y,lt, zı(t),. . ., &u(t)) 


5 1 x I—2 n i—2 
= ( ’ FL ( e% z la — A ) 
> ,) ze y i 


“=] 
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u 117-2 ' ’ 
Hier kann man den Faktor (5) vorziehen, wodurch sogleich die zu beweisende Li- 


mesformel hervorgeht. 
Satz 9. Wenn in dem Differenzengleichungssystem 


n 
a) = LE aut) + pl, ht) Wehd..n) 
die Funktionen g,(t, &, - . . :, %n) die Bedingungen W und &, also von selbst auch B erfüllen 


und wenn k von den charakteristischen Wurzeln absolut größer und n — k absolut kleiner als 
1 sind (wobei kZA undn -— kZ1 ist), so ist die triviale Lösung x,(t) = 0 im weiteren 
Sinne bedingt stabil, und zwar bilden, wenn n eine hinreichend und beliebig kleine positive 
Zahl ist, diejenigen Lösungen x,(t), welche für alle hinreichend großen t existieren und 
den Ungleichungen |x,(t)| Sn genügen, eine Schar mit genau n — k willkürlichen Kon- 
stanten. 

Beweis. Bezeichnet man die charakteristischen Wurzeln wieder mit o,,..., 2, 
und numeriert sie so, daß die, welche absolut größer als 1 sind, zuerst kommen, so kann 
man offenbar eine Zahl y derart angeben, daß 


1 
ei=,>1 für „Sk, 
aisr<3 für v>k 


ist. Alsdann läßt sich wie beim Beweis von Satz 5 durch die dortige Transformation (4) 
das Differenzengleichungssystem überführen in 
v—1 


(13) yet + 1) em 9,Y,(t) +2 u Yu(t) un y.lt, Yı (t), a Y„(t)) (v ns i, 2, MM), 
wo offenbar die Funktionen y,(t, Yı, - - -, 4,) ebenfalls die Bedingungen W, 8, € erfüllen. 
Führt man dann wieder wie in Satz 8 die Abkürzungen 
se EN 
C = Max |cu|, °=cHn 
ein, so ist wegen der Bedingung & gewiß 


n n 
9b Ya 9m) = pl ya Er Fly um | SL lu U, 
sobald nur t groß genug ist und die |y.|, |y« | klein genug sind, also etwa für 
2T,|ylsö,|yılsd,..., |m|Sd,|yn | SÖ, 
wobei natürlich 7 auch durch jede größere ganze Zahl ersetzt werden darf. Auf das System 
(13) kann daher, wenn darin t durch t + 7 ersetzt wird, der Satz 8 angewandt werden, 
und damit ist auch Satz 9 bewiesen. 

Ein Vergleich der Sätze 5 und 9 läßt vermuten, daß in Satz 9 erst recht mindestens 
bedingte Stabilität im weiteren Sinne vorliegen wird, wenn man von den X ersten charak- 
teristischen Wurzeln nur verlangt, daß ihre absoluten Beträge > 1 statt > I sind. Unser 
Existenzbeweis für die Lösungen setzt aber wesentlich voraus, daß sie > I sind, und läßt 
sich nicht ohne weiteres so abändern, daß er auch den Fall > I erfaßt. Wir können 
aber diesen Fall doch nachträglich auf den behandelten zurückführen und damit den lol- 
genden Satz gewinnen: 

Satz 10. Wenn in dem Differenzengleichungssystem 

n 


x,(t +1) = 2, AruXult) + Pt, 2% (O2 lt) (v=12... a) 


die Funktionen p,;lt, 2... .,&n) die Bedingungen N und C, also von selbst auch ® erfuller 
"» h) 1, b) n » » 
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und wenn von den charakterıstischen Wurzeln genau n—k absolut kleiner als 1 sind (wobei 
kzAlundn—kz1 ist), so ist die triviale Lösung x,(t) = 0 im weiteren Sinne min- 
destens bedingt stabil, und zwar bilden, wenn n eine hinreichend und beliebig kleine positive 
Zahl ist, diejenigen Lösungen x,(t), welche für alle hinreichend großen t existieren und den 
Ungleichungen |z,(t)| Sn genügen, eine Schar mit mindestens n — k willkürlichen 
Konstanten. 

Beweis. Seien wieder o,,..., 0, die charakteristischen Wurzeln und sei 


ol21 für „Sk, 
lo,| <i für v>k. 
Dann wählen wir eine Zahl # zwischen 0 und 1 so, daß 
|9,|>% für v<k, 
lo,| <® für »> k 
ist, und setzen 
(t) = Wzlt). 
Dadurch wird das gegebene Differenzengleichungssystem in 


= Aru 


(14) „»(t+ 1) u; 3 Zu(t) + wi, zı(t), . . . , (t)) (v=12...,8) 


transformiert, wobei 
al az... 
ist. Offenbar erfüllen die Funktionen o,(t, 2),--..,&%) wiederum die Bedingungen W 


und &. Die charakteristischen Wurzeln des Systems (14) sind aber 2, Sa = Daher 


sind bei dem System (14) die Voraussetzungen von Satz 9 erfüllt., und somit gibt es eine 
Schar von Lösungen z,(t) mit genau n—k willkürlichen Konstanten so, daß für alle hin- 
reichend großen t die Ungleichungen |z,(t)| < n gelten. Das bedeutet aber für das ur- 
sprüngliche System eine ebenso große Lösungsschar z,(t), für die sogar |x,(t)| < # n, also 
erst recht 'z, (t)|< n für alle hinreichend großen t ist. Eventuell kann es natürlich 


noch weitere Lösungen geben, für welche |z,(t)| < n ist (aber nicht |x,(t)| < 9»). Damit 
ist Satz 10 bewiesen. 


S 6. Asymptotisches Verhalten im allgemeinen Fall. 
Satz 11. Wenn in dem Differenzengleichungssystem 
Zt +1) = amzult) + Pl.) W=hd...,n) 


die Funktionen g,(t, £,,. - . , 2n) die Bedingungen WU und B erfüllen, so gibt es zu jeder für 
hinreichend große t, etwa für t>T, existierenden Lösung z,(t), für welche 


(A) zul) ++ || > 0 für (> T, 
(B) lımz,(t) =0,..., limz,(t) = 0 
I % a 7 


ıst 11), einen Index 1 derart, daß 


!!) Damit soll keineswegs behauptet sein, daß es wirklich immer solche Lösungen gibt. Vielmehr 
kann man leicht Differenzengleichungssysteme angeben, bei denen keine Lösung die Bedingung (A) er- 
füllt. Das ist z.B. bei dem System z,(t +1) =0, welches im übrigen unsere Voraussetzungen erfüllt, 
der Fall. Ferner genügt, wenn alle 'o,| größer als 1 sind, keine Lösung gleichzeitig den Bedingungen 
(A) und (B;: das lehrt Satz 11 selbst und auch schon Satz 7. 
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— l ———— ————— 
(C) hm Va + + lmt)| =Iolsi 
ist. — Wenn die Funktionen g,(t,x,,...,2,) außerdem auch die Bedingung & erfüllen, 


so gibt es auch umgekehrt zu jedem Index |, für den |o,| <A ist!2), wirklich Lösungen, 
für welche die Beziehungen (B) und (C) und im Fall 0, #0 auch (A) gelten. Dabei bilden 
diejenigen Lösungen, für welche 


im YO + + |m()|gsr <A 


Io» 
ist, eine Schar mit genau h willkürlichen Konstanten, wo h die Anzahl derjenigen charak- 
teristischen Wurzeln o, bezeichnet, für die |o,| Sr ist !%). 
Beweis des ersten Teils. Wir denken uns die charakteristischen Wurzeln 
o, so numeriert, daß 


(15) alzZlalS2...2|| 


ist, und transformieren dann das Differenzengleichungssystem wieder durch die lineare 
Transformation (4) auf die spezielle Form 


v—1 
16) „END =-oyl) +2 mM rt hy, a) P=2,...,n), 


wo auch die Funktionen y,(t, %, --.,%„) wieder die Bedingungen V und 3 erfüllen. 
Dann gilt natürlich die Abschätzung 


EOISEIRUISCEUM, 


wo g, G zwei aus der Transformationsmatrix zu berechnende positive Konstanten 
sind, und folglich brauchen wir nur nachzuweisen, daß zu jeder für > T existieren- 
den Lösung von (16), für welche 


(17) Iyl)i+ + lyld)| > 0 fürt>T, 
(18) lim y,(t) =0,...,lım Yy„(t) = 0 
t>» tI>»o 


ist, ein Index / derart existiert, daß 
t 
im YO + FO) = lalsi 


ist. Zu dem Zweck setzen wir zunächst 





(19) lim Yy)l ++ mtl = B. 
Nun folgt aus (18) sofort 
(20) B<i. 


Ferner ergibt sich aus (16) 
1 
|<sienWI+Cz ui +|y 


Id +1) 1 
| 2 || -C 2 1a] — | w.|; 


wobei € = Max |c,.| ist. Daher ist wegen der Bedingung ®, wenn a eine Zahl zwischen 
12) Jm allgemeinen aber nicht für |g| =1. 
124) Wie Herr Lettenmeyer bemerkt hat, läßt sich in Satz 11 und 13 das Zeichen „lim“ sogar durch 
„lim“ ersetzen. Um das einzusehen, würde der Beweis einer kleinen Verlängerung bedürfen, auf die ich 
der Kürze halber hier verzichten will (Anmerkung bei der Korrektur). 
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O0 und 1 bedeutet, die beliebig klein sein darf, für genügend große t, etwa fürt>T,, 
weil dann nach Voraussetzung (18) zugleich die |y,(t)| beliebig klein werden, 


IN 


v—1| n 
0,Y,(t)| + C zart u |Yu(t) | + FR u "m |yu(t)| 
(21) |yde+1)| e g“ 


IV 


—1 n 
0, y,(t) az ER + u |yu(t) | — zur t “|Yult) | . 


Hieraus folgt, wenn man 


n 


2 a" |y,(t)| = Fü) 


setzt, mit Rücksicht auf (15) 
Fit+1) | 


und daher auch für t> T.: 


|0,|Flt) +nCaFlt) +na Ft) 
|0„| Fit) -nCaFtt) -naftt), 


IV IA 


s <S(o,|+nCa+ na) "= F(T,) 
\> (lo,| — nCa — na) "aF(T,), 


On | 


Fit) 


wobei aber die zweite Hälfte nur gilt, wenn o, + 0 ist und a so klein gewählt wird, daß 
09,|-nCa—na>0 ist. Wegen der Voraussetzung (17) ist F(7T,) > 0, und daher 
folgt aus der vorigen POREIEERENN EUER 
|s o|+nCa+na 
lim Yo) > o,|nCa—na, 
wo die zweite Hälfte wieder mit der obigen Einschränkung gilt. Hieraus folgt aber, da 
offenbar 
Fı)S Il) Hr tn SR" Ft) 
ist, sogleich auch 





2 en —— [Sal +nlCa+na 
lim Yiyı@)i FF lyult) \>|e, EN 


Die linke Seite haben wir mit 5 bezeichnet, und da « beliebig klein sein darf, ergibt sich 
(22) MlSßS2|n|; 
wo Jetzt dıe Einschränkung o, = 0 offenbar nicht mehr nötig ist. 
Wenn nun / nicht gleich einem |o,| wäre, so gäbe es wegen (15) und (22) einen 
Index k, für welchen 
(23) |a|>P> + 
wäre, und wir wollen zeigen, daß das nicht sein kann. Setzt man nämlich, wenn & wieder 
wie vorhin eine Zahl zwischen O0 und 1 bedeutet, 


(24) Ze) = ou), Fell = 70), 


v—]ı 


so ist wegen (19) jedenfalls 


(25) im Yo) F ER) = B. 


Andrerseits folgt aus der unteren Ungleichung (21) für v<skund für > T, 
yt+il)i2 |aylt)| - Cal"[odlı) + Flı)] - [Pu + Fi], 
also nach Multiplikation mit &’ und Summation nach » von 1 bis k 
(26) Pt +1) | Pl) -kotC +1)[Dlı) + FÜ). 














x, 


Tr 
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Analog ergibt sich aus der oberen Ungleichung (21), indem man sie für » > kin Anspruch 
nimmt, 


(27) Pe +1)s|o,,,|FÜ) + ln — k)a(C + 1)[ Pl) + Fr)], 


und daher durch Subtraktion von der vorigen Ungleichung 


Dt +1) — Pe +1) > [el — nalC +1)]0) — [ley.,| + nalC +1 F). 
Wählt man daher & so klein, daß 


(lel-na(Cc+1)>B+a, 
| |&%,,| t2ro(C +1) <Pß—-a<Ppßrta, 


was nach der Annahme (23) möglich ist, so erhält man 
(29) Dt +1) — Pe +1) > (B+ a) [Dı) — Pi) für > T,. 


Wäre nun fürt > T, einmal ®(t) > Y(t), so würde das nach (29) auch für alle größeren 
t gelten, und aus (29) würde folgen 


(28) 


lim Yo) — Yı) zB +x, 


Io 


und also erst recht 


lim Yolt) + Fı) z2Pß+x, 


tI>®© 
ım Widerspruch mit (25). Daher ist notwendig 
(30) Dt) < Pt) für > T,. 
Mit Rücksicht hierauf ergibt sich aber aus (27) 
Pit +1)<je,.,| Ft) + 2no(C +1) PU) 
<(ß —-a)Plt) (wegen (28)). 
Daraus folgt dann 


kn 
lim YPlı)<ß-a, 
io 
und also mit Rücksicht auf (30) auch 


t 

lim Yolt) + Yıı) <sß —a. 

to 
Das steht aber im Widerspruch mit (25). Damit ist die Annahme (23) als unhaltbar 
nachgewiesen; folglich muß in der Tat £ gleich einem |o,| sein, und zwar nach (20): 
P=|al=s1. 

Beweis des zweiten Teils. Wir schicken die Bemerkung voraus, daß aus einer 
Beziehung der Form 
t 


lim Ylayl)| + + |anlt)| = || > 0 


In 
ganz von selbst 
I) ++ lan) > 0 


folgt für alle t, für welche die Lösung x,(t) existiert. Denn wäre die linke Seite für einen 
gewissen Wert von {gleich null, so würde aus den gegebenen Differenzengleichungen folgen, 
daß die x,(t) auch für alle größeren t verschwinden, und es könnte nicht dıe vorausgesetzte 
Ungleichung gelten. 


Journal für Mathematik, Bd, 161 Heft 1. N 
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Weiter bemerken wir noch, daß aus einer Beziehung der Form 
- — t —— —— 
lim YIzlt)| + + Im) = |og| <A 
too 


ganz von selbst 
lm z,(t) =0,..., huma(t) = O 


tx to» 
folgt. Das bedarf keines Beweises. 
Wenn nun die im zweiten Teil von Satz 11 mit Ah bezeichnete Zahl gleich n ist, dann 
sind alle |o,| kleiner als 1, und daher gibt es schon nach Satz 5 eine Lösungsschar mit n 
willkürlichen Konstanten, für welche die x,(t) nach Null wandern. Für jede Lösung aus 
dieser Schar ist dann nach dem bereits bewiesenen ersten Teil 


t 


lim Yızy)| ++ |mt)| Ss Max |o,| Sr; 
tx . 
eventuell ist sogar |x,(t)| ++ |ıu(t)| = 0 für alle hinreichend großen t. 
Wenn A <n ist, wobei auch A = ( nicht ausgeschlossen sei, so setzen wir 
(31) h=n—k 
und haben dann die Ungleichungen 
(32) | air für »<k, 
o,|isr<1i für v>kK. 


Daher gibt es eine Zahl # zwischen O0 und 1 so, daß 
(33) ‚= <1, 
a o,|>9 für »Sk, 
j. | o,|I<®d für v>k 


ist. Wendet man dann dıe Transformation 

(35) 2,(t) = #z,(t) 
an, so geht das gegebene Differenzengleichungssystem über in 
(36) zit un 1) -2.7 Zu(t) r s(t, zı(t), I =(t)) (v Pr 1, 2, I n), 
wobei 

OA, 2...) lt, 02... 07) 

ist, so daß auch die Funktionen w,(t, 2,, . . .,2„) wieder die Bedingungen W, ®, € erfüllen. 
Die charakteristischen Wurzeln des Systems (36) sind 


und nach (34) sind k davon absolut größer und n — k absolut kleiner als 1. 
Wenn nun 


ä 
(37) limyjz,()j + +|mt)| sr 
t—2 





sein soll, s0 ist mit Rücksicht auf (33) für hinreichend großes t 
r+ ” 


+ + ml <(Z 


Also sind vermöge (35) die z,(t) beschränkt und wandern sogar nach Null. Wenn um- 
gekehrt die z,(t) beschränkt sind, so ist vermöge (35) 











ın 
N 
us 


); 


1. 
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t 
limy|zlt)) ++ |mlt)| S 9, 
> © 
und dann gilt nach dem bereits bewiesenen ersten Teil, weil aus |o,| = ® wegen (5%) 


und (32) stets schon |e,| > r folgt, auch die Formel (37). Nach Satz 9 oder Satz 7, je 
nachdem k < n oder k = n ist, hat aber das System (36) eine Lösungsschar mit genau 
n — k willkürlichen Konstanten, welche für hinreichend großes t existiert und bei welcher 
die |z,(t)| unter einer beliebig klein vorgegebenen Schranke bleiben. Also hat auch das 
ursprüngliche System eine Lösungsschar mit genau n — k = h willkürlichen Konstanten, 
welche für hinreichend großes { existiert und für welche die Formel (37) gilt. 

Aus diesen Überlegungen ergibt sich nun, indem man sie speziell auf o, und auf 
r < |o,| anwendet, gleichgültig, ob h = n oder h <n ist, folgendes: 

Wenn A von den charakteristischen Wurzeln absolut < |o,|, aber nur A, absolut 
< |o,| sind, so gibt es eine Lösungsschar mit genau Ak willkürlichen Konstanten, für die 


t = 
limy|zlt)) + + |ut)| Ss |o,|, 
> © 


aber nur eine mit A, willkürlichen Konstanten, für welche dieser obere Limes kleiner 
als |o,| ist. Es gibt also gewiß auch Lösungen, für welche er gleich |o,| ist. Damit ist auch 
der zweite Teil von Satz 11 vollständig bewiesen. 


S 7. Das genauere asymptotische Verhalten bei spezieller Annahme 
über die charakteristischen Wurzeln. 

Wenn die absoluten Beträge der charakteristischen Wurzeln alle voneinander 
verschieden sind, sind die Wurzeln selbst erst recht voneinander verschieden, und daher 
läßt sich die Matrix B auf Seite 47 so wählen, daß in (3) alle c,. verschwinden; wir dürfen 
uns daher von vornherein auf Differenzengleichungssysteme der speziellen Form 

it +1) = 0,Hlt) + o,(t, zılt), - - -, u(t)) = 1.2..,R) 
beschränken. Wenn nun für eine Lösung x,(t) und einen bestimmten Index / die Be- 
ziehungen statthaben 


lim mul. == 0 für v#l1, 
(38) to» xı(t) 
in UT9) _ 
en zı(t) 0; 
so folgt daraus sofort 
t 
(39) lim Vlzt)l + r|ul)j= ||: 


to» 
Aber aus (39) kann nicht umgekehrt auf (38) geschlossen werden. Formeln der Gestalt 
(38) beschreiben daher das asymptotische Verhalten einer Lösung genauer als (2). 
Nach dieser Vorbemerkung beweisen wir jetzt den 
Satz 12. Wenn in dem Differenzengleichungssystem 


> 


(t +1) = 92,lt) + Dill, ul), - : , ault)) (‚ a SA 
die Funktionen g;(t, 2... ,.Xn) die Bedingungen N und B erfüllen und wenn die Un 
gleichungen gelten 


lo! a |0g| ee KUTE 
Sr 
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so gibt es zu jeder für hinreichend große Werte von t, etwa fürt ZT, existierenden Lösung 
x,.(t), für welche 


I) ++ mt) > 0 für t>T, 
lim x,(t) =0,..., limau(t) = 0 
I» io 


ist 3), einen Index l derart, daß 


lim Zt) — () für  #l, 
I» xı(t) 
. alt +1) 
Jim En =9, Jals1 
ist. — Wenn die Funktionen g,(t, X, . . . ,%n) außerdem die Bedingung 6 erfüllen, so gibt 


es auch umgekehrt zu jedem Index I, für den O0 <|o| <1 ist\4), wirklich Lösungen der 
vorbezeichneten Art, und im Fall o, = 0 gibt es sie zum Index 1 = n ebenfalls, sofern für 
jede Lösung, die der Bedingung I\x,(T)| > 0 genügt, dauernd &|x,(t)| > O0 bleibt. Dabei 
bilden diejenigen Lösungen, für welche lZ j ist, eine Schar mit genaun — j +1 will- 
kürlichen Konstanten. 

Beweis des ersten Teils. Nach Satz 11 gibt es jedenfalls für jede in Frage 
stehende Lösung z,(t) einen Index ! so, daß die Beziehung gilt 


FREE { EEE .- mn 
(40) im ya) ++ m)| = ol <1. 


io 


Nun setzen wir zunächst 2> 1 voraus und setzen zur Abkürzung 


i—1 


E |\z,()| = D(), 


ı—=] 


IMs 


‚| = Po). 


Bedeutet dann e eine Zahl zwischen O0 und 1, so folgt aus den gegebenen Differenzen- 
gleichungen nach einem schon mehrfach angewandten Rezept für genügend großes 1, 
etwa t>7T,, 
Dit u 1) u e Pt + 1) > I0,_,| ®(t) er E|0,| Pt) — 219, 
u | 0,| 


2 0,19) - ejo,wt) - E [o + er) 


— 


— u "a [D(t) — e Plt)]. 


Wäre für t> T, einmal ®(t) > eP(t), so wäre das hiernach für alle größeren { erst recht 
der Fall, und es würde sich ergeben 
- y er 0, I + p,| 
lim YOlt) — e Pi) 2 —  — 


: >. 
ii. 2 





und also um so mehr 
— RE. 0) L 5 
lım Yo(t) + Pt) 2 - 
Io « 2 
im Widerspruch mit (40). Daher ist 
Dit) Se Pt). 


2, Vergl. die Fußnote !!) Seite 54. 
+, Vergl. die Fußnote 2) Seite 55. 











ıt 
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Da & beliebig klein sein darf, und da ®(t), 7(t) nach den Voraussetzungen des ersten 
Teils von Satz 12 nicht beide zugleich verschwinden können, so besagt das 


D(t) 0 


er Tanke 
oder also 
| Au) re | 
" won 0, falls 1> A. 
en an Iult)| + + |mÜ)| , alls L> 


Nunmehr lassen wir die Voraussetzung 1> 1 wieder fallen, setzen aber ! < 
voraus. Setzen wir dann zur Abkürzung 


BR |»(t) ) vr = At), 
so ergibt sich aus den gegebenen Differenzengleichungen unter Berücksichtigung v von 


(41) für genügend großes t, etwa ! > T,, 
el +1)] - Au +1) Zeeland) — 19,1) — 219) 


Il 1941| 
E|9%(t)) — |E,.,| 2) 1 Telzlt)| + AAt)] 


N 


BR | tt | [e|aılt) — At). 


Daraus folgt, daß die Funktion 
Ial+Ie 
(42) (= u) Tel — 2W) 


für t > T, mit t monoton ae Hätte sie einen endlichen Grenzwert, so wäre das 


erst recht der Fall, wenn e durch 3 ersetzt wird; daher hätten auch die Funktionen 


e 0 I ie y zılt)|, ( 9 a + ) 2) 


endliche Grenzwerte, und mit Rücksicht auf (41) wäre auch 


a) + +|mÜ)|) 


beschränkt, also 


—— BE — nn 
im) + FO S <a, 
im Widerspruch mit (40). Daher wächst die Funktion (42) über alle Grenzen; sie muß 
von einer gewissen Stelle an positiv sein, etwa für £>T/’. Dann ist 


elzlt)| > AU) für > 7%, 
und da & beliebig klein sein darf, besagt das soviel wie 


(43) RT TI 0 Men. 


> Ile) | 
Nunmehr lassen wir auch die Voraussetzung ! < n wieder fallen. Jedenfalls folgt 
aus (41) und (43) zusammen, gleichgültig welchen Wert der Index ! haben mag, 


(44) im 7 


0 für #1. 
tb ®» xt) 
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Aus der !-ten Differenzengleichung selbst ergibt sich dann wegen der Bedingung ® auch 


® zltr+ 1) x r Pill, x (t), rg ut) Il ++ Imte)) z 
on Xı(t) 6 + im Ix,()) +:..+ |an(t)| zı(t) 9. 


Beweis des zweiten Teils. Nach Satz 11 gibt es für |o;| < 1 eine Lösungs- 
schar mit genau n — j +1 willkürlichen Konstanten, für die 





— PURE EEE — — nm r r 
(45) - imyiazd)i + + Im) = lol mit 127 


io 


ist. Dabei ıst im Fall 0, #0 ganz von selbst (vgl. S.57 unten) 
(46) ++ Im) > 0, 


und im Fall o, = 0, der nur für 2 = n möglich ist, trifft das auf Grund der für diesen Fall 
in Satz 12 gemachten Sondervoraussetzung ebenfalls zu. Für alle Lösungen, die den 
Bedingungen (45), (46) genügen, ist aber nach dem bereits bewiesenen ersten Teil auch 


Zt En 1) 
im ZU TI)_ 
Bean zı(t) 0; ’ 


und damit ist der zweite Teil ebenfalls bewiesen. 


$ 8. Anwendung auf lineare Differenzengleichungen. 


Um zu zeigen, daß auch die am Schluß der Einleitung angedeuteten Sätze über 
lineare Differenzengleichungen unter die gegenwärtigen Betrachtungen fallen, sollen hier 
zwei solche Sätze bewiesen werden. Satz 13 ist neu; nur den Spezialfall, daß es sich um 
eine Differenzengleichung n-ter Ordnung handelt, habe ich bisher beweisen können, und 
zwar auf zwei verschiedenen Wegen, die sich beide nicht so leicht auf den allgemeinen 
Fall übertragen lassen 15). Satz 14 deckt sich im wesentlichen mit einem schon früher 
von mir bewiesenen Satz !®). 


Satz 13. In dem linearen Differenzengleichungssystem 


,(t+1) = 2 la, + 9,,(t)12,() (= 12...,0) 
mögen die Funktionen g,,(t) für 1—» gegen Null streben, und die Determinante 

a, rt Yu). ----- Ant 9) 

at Yull)------ Ant Int) 
sei fürt=0,1,2,...dauernd von Null verschieden "). Sind dann r,,..., 7m die von- 


einander verschiedenen absoluten Beträge der Wurzeln der Gleichung 


25) Über die Poincar£sche lineare Differenzengleichung. Dieses Journal 187 (1909), S. 6—64 speziell 
Ss. 19. — Über Summengleichungen und Poincaresche Differenzengleichungen. Mathemat. Annalen 84 
(1921). S.1—15, speziell S. 14. 

1%) Über Systeme von linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. Dieses Journal 147 (1916), 
Ss. 65—53, speziell Satz 6, 5. 50. 

7, Diese Voraussetzung ist naturgemäß, weil es sonst Lösungen gäbe, für die &|z,(0)| >0, aber 
2 zit, =0O für genügend große Werte von t wäre. Der Begriff eines Fundamentalsytems, d. h. eines 
Systems von n linear unabhängigen Lösungen würde dann seine Bedeutung verlieren. 
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und ist allgemein e, die Anzahl der Wurzeln vom absoluten Betrag r,, wobei mehrfache 
Wurzeln ihrer Vielfachheit entsprechend gezählt sind, so gibt es n linear unabhängige Lö- 
sungen, die derart ın m Klassen zerfallen, daß allgemein für die Lösungen der )-ten 
Klasse und ihre linearen Verbindungen die Beziehung 


lim Ya) + + lal)| = ni 


statthat.‘1%®) Die Anzahl der Lösungen der 4-ten Klasse ist dabei gleich e,. 
Beim Beweis dürfen und wollen wir voraussetzen, daß alle r, kleiner als 1 sind. 
Denn das kann durch die Transformation 


&h(t) = g' 2,(t) 
sofort erreicht werden; man braucht nur g größer zu wählen als alle r,. Die Funktionen 


2, Prult) Tu 
erfüllen offenbar die Bedingungen W, ®8, C. Damit erweist sich aber der Satz 13 als eine 
leichte Folge von Satz 11. Denn wenn die r, etwa der Größe nach geordnet werden: 
BD Di; 
so gibt es nach Satz 11 zunächst genau e, linear unabhängige Lösungen derart, daß für 
sie und ihre linearen Verbindungen 


a Ba Zi 
limy|z,()] ++ 12mlt)| = rm 
to» 


ist; sodann genau &, + &m—ı linear unabhängige Lösungen, für die 





er 
lim Y|zıl(e) ++ |a(t)| = rm oder ru-ı 


ist. Da aber nur für e„ unabhängige der Wert r„ in Frage kommt, so gibt es noch e„_ı 
linear unabhängige Lösungen derart, daß für sie und ihre linearen Verbindungen 





HE : 
imyladd)l ++ l)| = rm-ı 


ist. So kann man weiterschließen. 
Satz 14. In dem linearen Differenzengleichungssystem 


(it +1) = o,z,(t) +2, Pl) ze) (= 1,2...) 
mögen die Konstanten o, den Bedingungen genügen 


al>lal> > Im|; 
während die Funktionen g,(t) für t>oo gegen Null streben mögen. Außerdem sei die 
Determinante 
et Pal) Piel!) - Pinlt) 
Pt) Pet) BR TE 0, Tr Pumlt) 
für t=0,1,2,... dauernd von Null verschieden %). Dann gibt es für jeden der Werte 


16) Dazu vgl. Fußnote '*). 
1) Vergl. die Fußnote !?) Seite 62. 
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l=1,2,..., n eine Lösung 
z(t) = ult), Zelt) = alt), nl) = Zult), 
für welche die Beziehungen statthaben: 
lim zu) 0 für „#1, 


a zul) 

EEE 

tx zu(t) 9 
und diese n Lösungen bilden ein Fundamentalsystem. 


Beim Beweis nehmen wir erlaubterweise wieder an, daß alle |o,| kleiner als 1 sind. 
Dann ist aber Satz 14 eine leichte Folge von Satz 12. Denn nach diesem gibt es zunächst 
eine Lösung, für welche die Beziehungen von Satz 14 mit ! = n gelten. Sodann gibt es 
genau zwei linear unabhängige Lösungen, für welche diese Beziehungen mit ! = n oder 
n — 1 gelten; man kann also auch eine Lösung angeben, für welche die Beziehungen mit 
!=n— I gelten. So läßt sich weiterschließen, wodurch man auf n linear unabhängige 
Lösungen kommt. 


München, 12. Juni 1928. 


Eingegangen 14. Juni 1928. 





